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Richtlinien fiir die Abfassung von Beitrigen. 


Allgemeines. Die Arbeit soll klar und verstandlich geschrieben sein. Es,ist Ricksicht auf jene 
Leser zu nehmen, die nicht gerade an demselben Problem arbeiten. Auch ohne.iibermaBige und nicht / 
verantwortbare Breite der Darstellung kann haufig ein eingefiigter kleiner Satz dem Leser eine Stunde 
Nachdenken ersparen. Jede Niederschtift ist ein Ringen um das richtige Wort an der richtigen Stelle. 
Nur den wenigsten ist es gegeben, auf den ersten Anhieb schon das Optimum an Aufbau, Gliederung und 
Ausdruck zu erreichen. Meist wird dies erst nach mehrfachem Umarbeiten gelingen. Diese Mithe muB 
der Autor auf sich nehmen. Erstens schon in seinem eigensten Interesse, um nicht monatelange Arbeit 
durch unzweckmaBige Darstellung der Ergebnisse zu entwerten; zweitens im Interesse der Drucklegung, 
da nachtragliche stilistische Verbesserungen und Veranderungen so viel Mehrarbeit fir den Setzer be- 
deuten, daB sie, selbst wenn die Kosten dem Autor angerechnet werden, bei den heutigen Verhaltnissen 
als untragbar bezeichnet werden miissen. Eben diese Verhaltnisse machen es den Herausgebern zur unab- 
- weislichen Pflicht, Abhandlungen, die nach ihrem Dafirhalten den tiblicherweise zu rece hn An- 
+ fordernngen ‘in dieser Hinsicht nicht voll entsprechen, zur Umarbeitung zuriickzusenden. + 


Manuskripte sind entweder an die Schriftleitung der ,,Acta Physica Austriaca“, Prof. Dr. PAUL 
URBAN, Graz, Universitatsplatz 5 oder an den Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5, zu richten. 


Umfang: Obere Grenze etwa ein Druckbogen; langere Abbandlungen sind zu unterteilen. 


ies  AuBere . Form: | Maschinenscheift? einseitig beschriébene, “fortlaufend. bezifferte ‘Blatter, links: 
ee mit breitem freiem Rand. 


Titelkopf: Titel der Arhelt (soll bereits unmiBverstandlich kennzeichnend fiir den behandelten 
Gegenstand sein). Darunter der Name des Verfassers mit ausgeschriebenem Vornamen. Darunter Angabe 
des Institutes, aus dem die Arbeit stmiae oder Betyatanse rity des Verfassers; darunter ,,Mit ... Ab- 
bildungen.“‘ 


Inhaltsiibersicht: Der Abhandlung vorangestellt wird eine zusammenfassende Inhaltsiibersicht 
n Kleindruck. Sie dient als einfiihrender erster Uberblick. flir.den Leser und als Vorlage fiir die Referenten 
der Referatenblatter. Die Ubersicht soll trotz gedrangter Darstellung alles enthalten, was der Verfasser an 
seiner Arbeit in bezug auf Problemstellung, Methodik und Ergebnisse far cunerlaBlich zu ihrer Beurteilung 
halt. Zu einer Beurteilung auch durch den Nichtfachmann! 


Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefihrt sein, daB fir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text erméglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu- 
fligen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen “und Arbeitstitel : gekennzeichnet sein soll, beizulegen. Man ver- 
gesse nicht, daB Figurenwiedergabe und Textherstellung zwei gesonderte Arbeitsgange sind, die erst nach © 
der ersten Korrektur Zo eee ; Fortsetzung auf der III. Umschlagseite 
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Zur Kernspinbestimmung durch inelastische Streuung. 


Von 


O. Hittmair 


Physics Department, Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, Mass. 


(Eingelangt am 24. Marz 1952.) 


Es wird die Spinabhangigkeit der Winkelverteilung bei inelastischer 
Streuung und bei dem allgemeineren Prozef X, (a,, ay) X, dargelegt. 
Unter Verwendung der Streumatrix S und der Racau-Koeffizienten 
ergibt sich ein verhaltnismaBig einfacher Ausdruck. Der besondere 
Fall einer Reaktion, in der X, und X, den Spin Null haben, wird be- 
_handelt. MHier ist durch rein gruppentheoretische Methoden eine ein- 
deutige Spinbestimmung der Compoundniveaus méglich. Die Winkel- 
verteilung fiir die Compoundniveaus vom Spin 1/2 bis 9/2 wird ange- 
geben. Vorausgesetzt ist dabei, daB a, und a, den Spin 1/2 haben. 


Die Spinabhingigkeit der Winkelverteilung. 


Eine Partikel a, trifft einen Kern X,. Dies leitet eine Kernreaktion 
ein, in deren Verlaut eine Partikel a, ausgesandt wird. Ein Kern X, 
bleibt zuriick. Bei a, und a, kann es sich natiirlich auch um y-Quanten 
handeln. Der Vorgang sei eine Reaktion im eigentlichen Sinne des 
Wortes, das heiBt X, ist verschieden von X,. Als verschieden werden 
aber auch Kerne gleicher Art betrachtet, die sich im selben Energie- 
niveau befinden, aber verschiedene Spinrichtung aufweisen. Das 
Schema beschreibt den Vorgang der inelastischen Streuung, wenn es 
sich bei a, und a, um Partikel gleicher Art handelt. 

a, hat im Schwerpunktsystem den Gesamtdrehimpuls L,, der sich 
durch vektorielle Addition von Partikelspin und Bahndrehimpuls er- 
gibt. a, hat den Drehimpuls L,. Die z-Achse des Koordinatensystems 
werde in Richtung der einfallenden Strahlung gelegt. L, hat dann die 
z-Komponente ju, und L, hat die z-Komponente M,. Die Komponente pi, 
riihrt vom Spin der Partikel her, da der Bahndrehimpuls auf der z-Achse 
senkrecht steht und daher keinen Beitrag liefert. ju, ist also Null fiir 
_a-Strahlung, + 1 fiir y-Strahlung, + 1/2 fiir Protonen und Neutronen 
usw. 
Der Kern X, sei schwer genug, da er im Schwerpunktsystem als 
ruhend angesehen werden kann. Sein Spin ist 7,. Der Spin von X, 
ist 7,. a, und X, vereinigen sich zum Zwischenzustand eines Compound- 
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kernes mit dem Spin 7, der dann in X, und a, auseinanderbricht. Der 
Erhaltungssatz des Drehimpulses liefert die Vektorgleichungen 


> > —> 


Ey ty = 1, (1 a) 
Le + tz = te: (1 b) 
Fiir die z-Komponenten gilt 
fly My = Me, (2 a} 
My, + my = Me. (2 b) 


Die Transformationsamplitude fiir den ins Auge gefaBten Uber- 
gang sei mit fa,r,M,,a,L,n, (0) bezeichnet. a, bezeichnet die Quanten- 
zahlen von a, und X,, die nicht Spin oder Bahndrehimpuls betreffen. 
Das Analoge gilt fiir ag. # ist der Winkel, den die ausgehende Strahlung 
mit der z-Achse einschlieBt. Die relative Wahrscheinlichkeit fiir diesen 
Ubergang betragt |farsm,aLim (9)|*. 

Die Abhangigkeit von fa,1,M.,a1,. (0) von den magnetischen 
Quantenzahlen und seine Beziehung zur Streumatrix S werden mit 
Hilfe der CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten gegeben: 


fasLaMn aLi ps (0) = 
: 3 2 : (i) = 
= eo (21 Ly my Uy | te Me) (to Ly My Mg | te Me) SagLy aL, DYP., (00). 
iM (3): 
Es ist hier iber die Spins und m-Zahlen aller Niveaus des Compound- 
kernes zu summieren, die in Frage kommen fiir den bezeichneten Uber- 
gang. D(:) ist eine Darstellungsfunktion der dreidimensionalen Dreh- 
gruppe. Sie enthalt den Winkel #, den die ausgehende Strahlung mit 
der z-Achse einschlieBt. Wiirde man die z-Achse in Richtung des aus- 
gehenden Strahles wahlen, ware mw, die z-Komponente von J,. 
Was man wirklich beobachtet, ist die Winkelverteilung W (), 
die sich fiir unpolarisierte Strahlungen als 


W (3) a nm fag, Ma, a, Ly py (3) fe (4) 


L, Ly, My 


ergibt. Dabei sind auch L-Zahlen, die sich bei gleichem Betrag durch 
verschiedene Zusammensetzung von Spin und Bahndrehimpuls ergeben, 
als verschieden zu werten. Konstante Faktoren werden weggelassen. 
So erhalt man schlieBlich | 
7 Rs . Pas ' / Ne , 

W (8) = > oD) (¢, Ly my fy | tc mc) (44 Ly" m, fy’ |tc' me’) (5) 

4 iLL’ mM u 

X (to Ly Mg Mg | tc me) (tg Ly’ mo Ma’ | tc’ me’) | 

i)" (i, (Ly)* p(t’ | 


aS 
x 0,045, aL aby > Meike ty ie 


Zur Kernspinbestimmung durch inelastische Streuung. 243 


‘» Das Produkt der Darstellungsfunktionen D(4:)* Di) 1ABt sich 
ausreduzieren und die m-Summen iiber die Produkte der CLEBSCH- 
GoRDAN-Koeffizienten lassen sich durch Racau-Koeffizienten aus- 
driicken!. Das Ergebnis ist 


W (8) = D7 W (ic Ly te! Ly! iy v) W (ie Ly tc! Ly! ig») (JE th 


4, i/L L'r 
X Cv (Ly Ly’) cy (Lo Ly’) ee ue a, Ly’ Fr sgosy) (6) 
mit 
c(LL’) = > (5 (LL’ — | v0). (7) 


i 


Diese Formel beschreibt die Winkelverteilung der inelastischen 
Streuung in voller Allgemeinheit. Das Produkt der beiden S-Matrix- 
Elemente ist allerdings im allgemeinen nicht bekannt und man muB 
es als einen aus dem Experiment zu bestimmenden Parameter ansehen. 
Man wei jedoch von der S-Matrix, daB sie symmetrisch und unitar 
sein muB. Das schrankt die Zahl der zu bestimmenden Parameter ein. 


Der Fall ¢; = 7,,= 0. 


Prinzipiell ist es nun médglich — insbesondere, wenn Spin und 
Paritat von X, und X, bekannt sind —, den Spin um die Paritat der 
beteiligten Niveaus des Compoundkernes zu bestimmen. Man hat 
einfach das rechte Schema zu wahlen, das die beobachtete Winkel- 
verteilungsfunktion W (#) erklart. Praktisch ist jedoch die Eindeutig- 
keit dieser Bestimmung von zweifelhaftem Charakter. Einerseits ver- 
leihen die aus dem Experiment zu bestimmenden Parameter dem 
Formalismus eine unerwiinschte Elastizitat und andererseits wird der 
Ausdruck ungeheuer kompliziert, wenn verschiedene Multipolmomente 
der vorkommenden Strahlungen wirksam sind und auS8erdem mehrere 
Niveaus des Compoundkernes angeregt sind. Dies ist auch fiir einen 
monochromatischen einfallenden Strahl méglich, wenn diese Niveaus 
geniigend nahe beisammen liegen. 


Es gibt jedoch Falle, in denen alle diese Schwierigkeiten wegtallen. 

- Wenn X, den Spin Null hat — und das ist z. B. der Fall fiir alle Kerne 

gerader Massen- und Ladungszahl im Grundzustand —, so ist zwischen 

einem bestimmten Niveau des Compoundkernes und X, nur ein wohl- 
bestimmtes L, méglich. Es besteht die Beziehung 


ies = i (8) 


1 G. Racan, Phys. Rev. 62, 438 (1942) und 84, 910 (1951); siehe auch 
J. M. Bratt and L. C. BrepENHARN, vor Ver6ffentlichung in Rev. Mod. Phys. 


= 
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Kehrt nun das System auch wieder in einen Kern X, mit Spin Null 
und eine Partikel a, zuriick, so steht es fest, daB auch 


eae (9) 
und somit 
1 EP (10) 


Voraussetzung ist, daB nur ein Niveau des Compoundkernes angeregt 
ist, das heiBt der Niveauabstand muB groB genug sein. Unter diesen 
Umstanden fallt nun die Summe iiber die verschiedenen L,- und L,- 
Werte fort. Das hat den besonderen Vorteil, daB auch das Quadrat 


ise _z|’ als gemeinsamer Faktor weggelassen werden kann. Das 
2 <2) “1 


eliminiert die letzte Unbestimmtheit in der Beschreibung des Vorgangs. 
Man erhalt 
als 


W.@6)= De CL) ede) NEOs) (11) 
v=0 

Nn Pp, 
Die Koeffizienten c,(L L) verschwinden fiir ungerade v. Das ent- 
spricht der wohlbekannten Tatsache, daB bei inelastischer Streuung, 
die nur ein Compoundniveau enthalt, nur gerade Potenzen von cos @? 
auftreten. 

Aus der Definition der RacAH-Koeffizienten erkennt man, daf die 
hier vorkommenden Koeffizienten von v unabhangig sind. Man kann 
sie also als gemeinsame Faktoren streichen. Ubrig bleibt 


W (9) = >" c, (LL)? P, (cos 8). (12) 


Die bei diesen Reaktionen beobachteten Winkelverteilungen W () 
gestatten also, den Spin des Compoundniveaus eindeutig zu bestimmen. 
Keine der Unzulanglichkeiten eines Kernmodells kommt ins Spiel und 
das Ergebnis ergibt sich durch rein gruppentheoretische Uberlegungen. 

Realisierungen dieser Reaktionen sind alle inelastischen Streuungen| 
an Kernen gerader Ladungs- und Massenzahl, bei denen der getroffene: 
Kern im Grundzustand war und auch wieder in ihn zuriickkehrt. Be- 
dingung ist die Resonanz eines einzelnen Niveaus. Die Reaktion kann: 
aber auch in einem angeregten Niveau enden, statt wieder in den Grund- 
zustand zurtick zu fiihren, wenn dieses den Spin Null hat. Ein Beispiell 
wire O16 (p, p’) ery mev. Dieser Vorgang wiirde zur Spinbestimmung 
von /*17.Niveaus dienen. Es sind aber auch Reaktionen zugelassen, bei! 
denen a, und ag verschiedene Partikel darstellen. Dabei ist es jedoch 
eine notwendige Bedingung, daf ihre Spinsumme ganzzahlig ist. So 
koénnte z. B. zur Bestimmung der B!'!-Niveaus die Reaktion | 


10 10* 
3 B. (p, 2) Bz,47 Mev } 
dienen. 
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Die ersten fiinf Winkelverteilungen fiir Partikel mit Spin 1/2. 


Zum SchluB seien noch die ersten fiinf Winkelverteilungen fiir den 
Fall angegeben, daB es sich bei a, und a, um Teilchen mit Spin 1/2 
handelt. Die Bahnimpulsquantenzahlen der Teilchen laufen also von 
P= bis/=4. 1=0 gibt L = 1/2 mit y= 0. Das heiBt W (8) ist 
isotrop. Man kénnte meinen, da fiir die selbe L-Zahl zwei /-Zahlen 
beitragen kénnten durch /-+ 1/2 und (J + 1) — 1/2. Dies ist jedoch 
ausgeschlossen durch die definite Paritat des Compoundniveaus. 


dei 1/2, W (%) isotrop, 
Pi=s5/2, W (8) = 1+ P, (cos®), 


L=5/2, W 16/9/14 PYAE 0,857 PP 
L=7/2, W(9)=1+4 1,19 P,+ 1,05 P, + 0,757 Pg, 
L=9/2, W(8) =1+4 1,21 P.+ 1,13 Py + 0,960 P, + 0,685 Py. 


Der Autor médchte Dr. FALKOFF seinen Dank fiir wertvolle Dis- 
kussionen aussprechen. 


Der Wirkungsquerschnitt der Proton-Proton-Streuung bei 
kleinen Energien. 


Von 
Herbert Uberall, Wien. 


(Eingelangt am 21. Mai 1952.) 


Die Formel fiir den Wirkungsquerschnitt der anormalen Streuung am 
CovuLoms-Feld wird durch Einfiihren der fiir kleine Energien geltenden Naherungs- 
ausdriicke fiir die Phasenverschiebung modifiziert. 


Die anormale Proton-Protonstreuung stellt zwar ein streng 1lés- 
bares Problem der Wellenmechanik dar, doch ist es wegen der unge- 
niigend vorliegenden Tabellierung der auftretenden Funktionen und 
iiberhaupt wegen der komplizierten Gestalt derselben keinesfalls ratsam, 
die exakten Wellenfunktionen fiir numerische Diskussionen und Ver- 
gleiche mit Streuexperimenten heranzuziehen. Aus diesem Grund war 
es empfehlenswert, Naherungsformeln der Wellenfunktionen im Falle 
kleiner Energien der einfallenden Teilchen herzuleiten, welche eine zwar 
nicht bedeutend vereinfachte Form, aber immerhin den Vorteil auf- 
weisen, da sie aus gut tabellierten Funktionen bestehen. Dieses 
Problem wurde in mehreren Arbeiten behandelt, unter anderen von 
Breit und Bouricius [1] und von H. UBERALL [2]; in letzterer wird 
die fiir kleine Energien, bzw. Wellenzahlen k der einfallenden Teilchen 
naheliegende TAyLor-Entwicklung nach Potenzen von k durchgefihrt 
und nach dem Glied mit k2 abgebrochen. Aus den Ubergangsbedin- 
gungen fiir 7 = 79) (% = Kernradius) ergibt sich ferner bei Zugrunde- 
legung dieser Entwicklungen ein Zusammenhang zwischen k& und der 
Phasenverschiebung 6;, welche die auslaufende /-te Partialwelle gegen- 
iiber der bei der reinen CouLomB-Streuung auftretenden auslaufenden 
Welle erleidet, in der Form | 


m (k) ctg 6; + Wy (k) = ar + Op R24... (1) 
mit den Bezeichnungen 


m (hk) — 7 (e21/4% _ iiss 


ly (k) =Inak + x ( : +7 + ) ; 
ak 
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a= h?/uZZ’ ist der Boursche Radius (w= reduzierte Masse der ein- 
fallenden Teilchen); die Koeffizienten der Reihenentwicklung a;=— Opi 
-b; = gi/2 in der Bezeichnung der erwahnten Arbeit [2] sind Aggregate 
von verschiedenen BesseL-Funktionen und hangen auBer von / nur 
noch von a, ferner vom Kernradius 7) und der Muldentiefe U des 
konstant angenommenen Innenpotentials ab (letztere Annahme ist 
keine willkiirliche Beschrankung bei Energien, fiir welche die Reihe 
Gl. (1) nach dem Glied mit k? abgebrochen werden darf, wie in der 
oberwahnten Arbeit [2] gezeigt wurde). Die in Gl. (1) auftretenden 
Funktionen sind alle wohlbekannt; fiir RY ((‘/ak) + 1+ 1) findet 
sich z. B. eine graphische Darstellung in einer Arbeit von JACKSON 
und BLatr [3] oder eine Naherungsformel, die mittels der STIRLING- 
Reihe abgeleitet wurde, bei BREIT und Hutt [4]. 

Die Arbeiten einiger anderer Autoren [5] liefern die Koeffizienten 
4, b; der Reihe (1) in Form von Integraldarstellungen: in diesem Fall 
bietet die Reihenentwicklung dann eigentlich keine Vorteile mehr, 
da diese Integrale, ebenfalls Funktionen von 7) und U, noch weniger 
tabelliert sind als die exakten Wellenfunktionen der Streuung. 

Wiirde der Ausdruck auf der linken Seite von Gl. (1) nicht in eine 
Potenzreihe entwickelt, so kénnte die Phasenverschiebung 6; nur durch 

die exakten Wellenfunktionen dargestellt werden und man erhielte da- 
_ durch einen kaum itibersehbaren Verlauf der Abhangigkeit von 7) und U. 
Die Phasenverschiebung 6; kann bei verschiedenen Energien und bei 
einem konstanten Streuwinkel — etwa bei ? = 90° im Relativkoordi- 
natensystem, bei welchem die Partialwelle / = 1 verschwindet — 
aus den Experimenten ermittelt werden; es ergibt sich ein verhaltnis- 
maBig groBer Geltungsbereich der nach k? abgebrochenen Reihen- 
entwicklung, und zwar bis etwa 10 MeV und dariiber, wie in einigen 
amerikanischen Arbeiten [6] gezeigt wird. 

Was durch die Versuche direkt gemessen wird, ist der differentielle 
Wirkungsquerschnitt der anormalen CoULOMB-Streuung; dieser lautet 
(vergl. etwa [7] oder [8]) 
| a (8) =| (0)? (2) 
mit 

17 ¢(2argrj—+i4i)+o 
ah) = fe XP). + cai | i ) sin 6; Pj (cos#), (2a) 


wo 


1=0 


| — Jin aioe r (4 +3] 

. . bei?) = 2aksin?9/2° 

die Streuamplitude ‘der reinen CouLoms-Streuwelle darstellt; die 
Phasenverschiebung tritt selbstverstandlich nur in dem von den aus- 
laufenden Partialwellen herrithrenden Teil auf. Mit einmal be- 
stimmten 6; kann mittels Gl. (2) der Verlauf der Winkelabhangigkeit 
der Streuintensitat verfolgt werden. 


248 H. UBERALL: 


Da die Partialwellen bei wachsender Drallquantenzahl / rasch mit 
ihrer Intensitat abnehmen, braucht man bei der numerischen Aus- 
wertung nur die ersten von ihnen beizubehalten. Lat man etwa nur 
die Partialwellen J = 0 und J = 1 in der Streuformel, so hat man in 
ihr zwei durch die Experimente zu bestimmende Parameter 6) und 06, 
enthalten. Bei Beschrankung auf Energien kleiner 10 MeV bingesed 
kann man den Ausdruck (1) fiir die Phasenverschiebung einfihren; 
das geschieht, indem man die in Gl. (2a) auftretenden Funktionen 
von 6; durch ctg 6 ausdriickt, auf folgende Weise: man macht die 
Umformung 


ctg d:+74 


esi) == 
1 + ctg? 6; 


und erhalt dadurch fiir die anormale Streuamplitude 


f (8) = fe (8) + 


ee rian r (Sere a+! by k®— hy + tm 
ee a Ve P Prabhat me 8") 
1=0 
(3) | 
mit 


gi = In ty — 2 (ay + br k®)). ; 


Dieser Ausdruck enthalt jetzt nicht mehr die unbekannten Phasen- | 
verschiebungen 06;, sondern hangt nur mehr von den zwei Parametern | 
vy, und U ab, ganz unabhiangig davon, wieviele Partialwellen beibehalten | 
werden. Das ware natiirlich auch der Fall gewesen, wenn fiir 0; die 
exakten Formeln eingesetzt worden waren, denn alle 6; hangen dann | 
ebenfalls nur vom Kernradius und der Muldentiefe ab. Doch wie schon | 
erwahnt, bedeutet dann die Annahme eines konstanten Innenpotentials 
eine willkiirliche Einschrankung, und iiberdies nimmt ja die Abhangig- 
keit von 7) und U in der Form der Gl. (1) eine viel einfachere Gestalt an 
als in der Darstellung durch die exakten Wellenfunktionen; eine 
weitere Vereinfachung ware noch méglich durch Einsetzen der Reihen- | 
entwicklungen fiir die in den Koeffizienten auftretenden pepe | 
BrssEL-Funktionen, die nach dem ersten oder _zweiten Glied abge- | 
| 


brochen werden kénnen, da ihr Argument 2 27, ria (vergl. [2]) von der 


Gr6oBenordnung 10? ist. 


Die Formel (3) enthalt also ebensoviele Parameter wie die Formel 
(2 a) fiir den Fall, daB bereits die Partialwelle / = 2 weggelassen wurde; | 
im Gegensatz dazu kann Gl. (3) eine beliebige Zahl von Partialwellen | 
enthalten, je nachdem, wie weit man diese zur numerischen Disktssiod| 
beibehalten muB. 


Zum AbschluB méchte ich Herrn Prof. TH. Sexi fiir die groBe 
Anteilnahme danken, die er dieser Arbeit entgegengebracht hat. 
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Introduction. 


BATCHELOR and CHANDRASEKHAR [1] developed the invariant theory 
of isotropic turbulence in the magneto-hydrodynamics of an incom- 
pressible medium. In [4] the author extended this theory to the range 
of compressible media. In the present paper the author generalizes 
the notion of locally-isotropic turbulence to the magneto-hydrodynamics 
of compressible media. Principally, he extends his hypothesis of locally 
isotropic turbulence put forward in [3]. The theory allows for the 
interaction between the electromagnetic field and the turbulent motion 
when there is no externally imposed electric or magnetic field [1]. 


1. Basie Equations. 


In the previous note [4] the author derived the following six funda- 
mental equations for the propagation of (velocity, density, etc.) correla- 
tion functions: 


(nf)e+ 2 [(nh),» +47 (nh)] + 2K® 
— (eo/48) (0 HO + @ wD") (Sap + 47 84) — (rl) Sy + [len SO 


F 9s HOOT} = 21-8 | 72m, dr — my + Bee AHL, FON) 


« 


+ 2Behe—= BM) —1 BN, (1.1) 
Hi=r(w, a, + 3 (w, — 2,), (1.2) 
bp’ = R°nTT", (1:5) 


J (u2n (cp cp TT’), 37 K® (c (egies TT): 


Rly (cop pe a opp’ p ) xR v1 K®)(p, cpp +h + Prep) 
Saif wt ED le. +2ry (TT) J +W+W,, (1.4) 
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W=—5A [34 (0)+-N (0)], (1.4 a) 
W, = — 15 (09/ub?) w' 0? (uw) AD 0! Cp T’ + uw" 20’ 0 cp T) Fea (i) 
— (gq /20”) 1? (u® o> 9,10! ¢ T’ + uO p'—0'10 cy T) h™, (1.4) 
Go Hr = 2.0) P + 20)A4MD (A), (1.5) 


9 RY +n (ing), RO = (rU,, +5U)—® (rV,, +5 V)— D (WO) — We 


+ 7,291 (Ww? +271 WO + : yt | vy W) dr) 


+ (AD n + wo’) D(R) + (we’),r RY (1.6) 


All the symbols and notations are thoroughly explained in author’s 
previous papers. The only difference is in the notation of the quantity 
hk)? referring to the intensity vector of the magnetic field, which had 
been denoted in the previous paper [4] by h?. This was done in order 
to avoid confusion with the velocity-correlation-scalar-function h 
(introduced by v. KArMAy). 


2. Transformation of Equations. 
Following CHANDRASEKHAR [1] one may introduce the vector 


potential A according to its definition: 


Hf = carl A. (2.1) 
No loss of generality will be entailed by the assumption that A is 
solenoidal. Analogous to ho define: 
a= Tos (42 09)] % A, (2.2) 
so that 
h™ — curla, or pea Cth GH, ke (2.3) 


Let H and A be the defining scalars of the isotropic solenoidal tensors 


ne” nr” and a; a;, respectively. The bilinear form 


hi) 7" — AH, &; &;— (7 Hyp +2.) bij, (2.4) 
is associated with the bilinear form 
ajay = 1-1 A, Eb — (Aye £2 A) i, (2.5) 


by means of the equation: 


= (onthe baat —s> a) ee <) al plas 
Ae We” = ijn &j mn j,k Um,n! = (im On — Oin Onm) Qj, Om, n? = 


aj k Ap, i == (a, a), Rima (a; ar), ki’ (2.6) 


/ 
= Aj, k Aik’ 
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The last term in (2.6) is equal to zero since the bilinear form a; ay is 


solenoidal. The LapLaciANn operator applied to. the form a; aj 


(a; a1), ax’ == — (4 4), 5, 8, (2.7) 
gives in the result a bilinear form Xj; [ROBERTSON, p. 215] whose first 
defining scalar is equal to: 

Ape Ore OT Orie, OT geen: 5 (2.8) 
After all the calculations are performed, from a comparison of (2.4) 
and (2.8) one easily obtains: 
Of St ae WA a ee ee (2.9) 
or 
He = (Ay Part Aya=—D (4): (2.10) 


A similay relation can be found between the bilinear forms 4; nv” 


if . . . . 
and u;a;. As it is known, the curl operator transforms an isotropic 
tensor into a skew-isotropic one of the same order and vice-versa. _ 
Thus, using the notations from [4] one has: 


Uj ye = RR) Exjl €) = — Ejmn i Gn nt = Ejmn Ui An, m! = Ejmn (1; an), Em = ij 5 
(2.11) 

where the defining scalar q (7) is equal to [ROBERTSON, p. 217]; 
g= RO = —Q, +71Q2>. (2.12) 


If B denotes the defining scalar of the isotropic solenoidal tensor 7; ie 
then after some elementary calculations one gets: 


O,=7 8B, Oy=—OB, +28). RO= DB, a5 


These formulas are in agreement with those given in [1]. In a way 
analogous to that presented in [1] one may assume: 


NU; U; a, — curlE (&: jar & + &; iar £1). (2.14) 
From [4] the relation 
YU; Uj he = Uijr, (2.95) 
is known. Following |1] one has: 
ices sisal Gee ee (2.16) 
similarly 
Vash 677 Ps (2.17) 
if J’ is the defining scalar of h{”” h!” ay. Finally [1] one must have: 
P=—D(G); 


(m) asin t : = 3 , 
(Hj 14; — hy” i) a, = 2G eye + Gy (Si &jar Er +; &nin 1). (2.18) 
The equations governing the scalars A, B, E, F, and G can be found 
quite readily from equations (1.5) and (1.6). One easily obtains: 


Qo D (A ,1) = 209 D (G) + 2.94 D? (A). (2.19) 
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But one cannot follow the reasoning in [1], according to which the 
equation in the incompressible fluid range corresponding to (2.18) 
may be associated with the form 

A; =2G6 + 21) D(A), (2.19 a) 
for the reason that in the present case 4@) is not constant. Similarly, 
- equation (1.6) with the use of 
D (r d/or + 5) =(r O/r + 5) (02/0r2 + 6r— O/Ar), 


may be transformed onto the form: 


nD (B.1) +7 (Ing),,D(B) = D(r dlar + 5) FE — n® D (vr d/dr + 5) F + 


pee) e WO —y gt (WY 4 272 We + oe | y WO) dy) +} 


4+-(AM » + uo’) D?(B) + wo’) (D (B)),+, (2.20) 
which again cannot be simplified as it was done in the case of an 
incompressible fluid. 


3. Invariants. 


As it was shown in |5| in a homogeneous, isotropic turbulence of a 
compressible medium there is only one invariant, i. e., the density- 
disturbance moment. An identical situation exists in the present case. 
Following the usual procedure let equation (1.1) be multiplied by 7%, 
k > 0, integer, and integrate from r= 0 tor > + o. It is obvious 


that one cannot obtain any invariant from this form for two reasons: 
ee) 

(a) the integral {...dr from the terms due to the compressibility 
6 

phenomena does not vanish (analogous situation as in [5]), (b) the 


co 
integral {... dy from the terms due to magnetic phenomena does not 


vanish. A similar situation is associated with equations (1.4), (1.5) 
and (1.6). If in (1.5) one assumes 4) to be constant, one easily obtains 
the result identical to that in [1]. Hence in the present case there 
exists only one invariant, i. e., density-disturbance moment. This is 
due to the chosen simple form of the continuity equation. In case one 
takes the relativistic forms of hydrodynamic equations [2, 6, 8] the 
situation will be different. 


4, Locally Isotropic Turbulence. 

In one of his previous papers [3] the author put forward a hypothesis 

of the transfer of energy in a locally isotropic turbulent system in a 
compressible fluid. The mean rate of the total energy (i. e., the sum 
of kinetic and intrinsic energies) per unit mass of the fluid is equal to: 


e 
1 Cosa Eee ’ 
= (2; ue): + (2; ),1 ms — 


DefDt =e + Jo(k Ti), + 5 
—o 1p u,5 + 0—*? lo, + (ei), i], (4.1) 
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where the last term is equal to zero and was introduced for the sake 
of simplifying the transformations. In [3] the author expressed the 
mean rate of the total energy by means of formula: 


Dis(D t= rt (ei + gi), (4.2) 
£5 = =» Baa, (0), f= v D7 (0), eet Vaal 


aa RTA eat 2 ge pn ehe 
Eg = # V3 6, w (0), x =k (ec), Met es ee md (cp Tse (4.2 a} 


1 3 ce 
0 Rosey eT a (ee), P= a (H)n P= REO os 


Baa = (ua—a)?, T=(e'—e), 0=("—T) (4.2) 


If the magnetic energy is taken into account, i. e., if the mean rate of 
the total energy is associated with the sum of kinetic, intrinsic and 
magnetic energies, then one obtains: 


4 
1D) &€,/D = ay 1 (&; + Yi), (4.3) 
&4 = 60 (Q9/u0) OHO AD Hy, Gy = — (Og /o’) OF w 9, WOM, 
(4.3 a) 
or 
&4 = — 15 (09/t8?) 0-2 w@ A@ 7” (0). (4:4) 
Introduce the function 
BO» (1, f) = 2 [HO (t) — fr (r, £)]. (4.5) 
Then one may transform (4.4) onto the expression 
15 m 
Eq — 2 At?) BY (0), (4.6) 
A) = (4 7 bh” Gg) 09 Pr ect (4.6 a) 


In the present hypothesis the author assumes that the transfer of 
energy from big eddies to small eddies takes place in four separate 
channels corresponding to four forms of energy: kinetic energy, energy 
due to change in volume, heat and magnetic energy. Let all the Qi Ss 
be ignored, 2 = 1 to 4, which is permissible in the case of a stationary 
turbulence, i. e.. all the rm s being dependent on time, vanish. Let the 
domain G of a turbulent flow be divided into two subdomains: G, of 
very large eddies and G, of very small eddies. The motion due to larger 
eddies in Gy (large REYNOLDS Number) can be determined statistically 


by the sum of four kinds of energy mentioned above, » é €;, Which 


is a certain measure of the average total transferrable energy per unit 
mass of the fluid. Various cases may occur in a stationary turbulence, 
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for instance that this sum is constant and equal to the constant input 
of energy into the energetic turbulent system in question. The energy 
input may have various forms. For example, some external agency 
may supply the energy into the system in the form of kinetic energy 
only, etc. The sum of the kinetic energy, energy due to change in volume 
and magnetic energy is transferred in large eddies in form of kinetic 
energy and the part of energy due to heat is transferred by convection 
(although it may also be included into the kinetic energy). For large 
ReEyYNOLDs Numbers the amount of energy dissipated through viscosity, 
heat conductivity and electric conductivity is negligibly small compared 
with the amount of energy passed in form of kinetic energy and 
convection (or kinetic energy alone). The motion of the smaller sets 
of eddies within G, will not, however, be determined uniquely by the 
sum of four kinds of energy, since these eddies dissipate some of the 
energy they receive through viscosity, heat conductivity and electric 
conductivity. The part of the kinetic energy and energy connected 
with the change in volume thus dissipated will depend upon the 
characteristic REYNOLDS NUMBER of the set of eddies concerned. The 
part of energy due to heat thus dissipated will depend on the charac- 
teristic PECLET Number. The part of magnetic energy thus dissipated 
will depend upon the number 


M=VLAQ=NR, N=>r/A, (4.7) 


with V denoting a representative velocity and L a representative length. 
The number M is analogous to the PEcLET Number and the number N 
to PRANDTL’s number. Thus the new factors required to specify the 
characteristic REYNOLDS-, PECLET-, and M-numbers are coefficient of 
kinematic viscosity, thermometric conductivity x = k/(cp 0) and A@). 
For the larger eddies within G, the characteristic REYNOLDS-, PECLET-, 
and M-numbers are very large, and the motion is independent of these 
three coefficients (vy, x, A@). Notice, that passing from G, to Gg, these 
coefficients vary due to variation of the temperature, density and 
pressure. Thus the parts due to the same kinds of energy are different 


in G, and Gg, even if the sum Oy : é is constant and the same in both 


these subdomains. This expresses the mutual inter-dependence and 
transfer of energy from one form into another, a phenomenon which 
is not apparent in the theory of locally isotropic turbulence in an 
incompressible fluid. The transfer of energy from one form into another 


takes place by means of the coefficients yu, h, o, 1 an item which seems 
to be in a full agreement with physical phenomena. 


5. Possible Solutions 


All of the equations cited above have one common feature — they 
contain highly complicated composite random variables and correlation 
functions. If a way is not found to deal with these quantities one may 
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arrive at the conclusion that some modern theories of turbulence based 
on hydrodynamic equations, which give certain fair or even good results 
in the range of incompressible fluids, may be less useful when com- 
pressibility phenomena are taken into account. Let us discuss the 
possible ways of attacking the problem. 

One way is to apply the known result of the statistical mathematics 
that the mathematical expectation (mean value) of a product of two 
random variables is 

E {Qi; Qi} = E {Qi} E {Qi} + S (Qi; Q), (5.1) 

S (Qi; Qi) = € (Qi; Q) & Qi) o (Qj). (5.2) 

where the symbols used denote: C the correlation coefficient and o 
standard deviation. The quantities S may be assumed on the basis 
of test and experience, thus enabling one to evaluate the necessary 
terms. A second possibility is to introduce a certain type of “small 
perturbation” from a statistical standpoint, that is to introduce the 
independent random variables. The statistical small perturbations are 
introduced into the domain of an incompressible fluid flow and represent 
the effect of compressibility. The velocity random variables may serve 
directly as a link between various terms of the equations of motion 


and energy. To the velocity random functions, u; u;’, there are attached 


other random functions such as wu’, ge’, etc. It seems that this 
method may be applied to rather small subdomains into which the 
entire flow domain could be divided. A third possibility is to neglect 
some terms or certain types of energy and to assume the remaining 
part of energy to be a certain function or constant (KOLMOGOROFF). 
A fourth possibility is to apply approximations of various types. High 
speed computing devices may be of a great help in all the cases. 
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Zusammenfassung. 


Unsere Kenntnis tiber die magnetischen Eigenschaften der ferro- und anti- 
ferromagnetischen Substanzen sind auch noch heute, wenn man von den auf 
phanomenologischer Grundlage aufgebauten Theorien absieht, keineswegs sehr 
weit gediehen. Selbst bei Verwendung der einfachsten Modelle atomarer Bindung, 
wie es etwa das HEISENEERGSche Modell darstellt, werden die mathematischen 
Schwierigkeiten auBerordentlich gro8. Noch am einfachsten ist die mathematische 
Behandlung der linearen Atomkette, deren Theorie wir den grundlegenden Arbeiten 
von BETHE, SLATER und HULTHEN verdanken. Im Sinne einer Stérungsrechnung 
erster Ordnung erhalt man aus der SCHRODINGER-Gleichung einer aus N Atomen 
bestehenden Konfiguration den Wechselwirkungsoperator im Spinraum, dessen 
Eigenwertspektrum fiir das magnetische Verhalten der Kette von entscheidender 
Bedeutung ist. 


Fiir eine groBe Anzahl von Atomen 1aBt sich die Eigenwertverteilung aus 
einer linearen Integralgleichung, welche von HuLTHEN stammt, berechnen. Die 
Integration der angefiihrten Integralgleichung wurde jedoch nicht von HULTHEN 
durchgefiihrt, welcher die Verteilung der Eigenwerte um den tiefsten Energiewert 
nach einer statistischen Methode berechnete. Auf diese Weise ergibt sich ein 
endlicher und von der magnetischen Feldstarke unabhangiger Wert der Null- 
punktssuszeptibilitat. 


In der vorliegenden Arbeit wird die erwahnte Integralgleichung asymptotisch 
gelost. Man gelangt dabei, im Gegensatz zu dem Ergebnis von HuLTHEN, zu 
einer von H (Magnetfeld) abhangigen Nullpunktssuszeptibilitat, welche fiir ein 
verschwindendes auBeres Magnetfeld den Wert Null annimmt. 


Da die Integralgleichungsmethode fiir eine geniigend groBe Atomanzahl ein 
strenges Rechenverfahren darstellt, wahrend die statistische Methode unter der 
gleichen Voraussetzung stets Naherungswerte liefert, dtirften die aus der 
Huttutnschen Integralgleichung gewonnenen Ergebnisse von Interesse sein. 
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§ 1. Einleitung. 


Seit HEISENBERG! werden die ferromagnetischen Eigenschaften eines 
Mediums bekanntlich durch die Austauschwechselwirkung benach- 
barter Atome erklirt. Das von WeEIss formal eingefiihrte zwischen- 
atomare H-Feld erweist sich dabei dem Austauschintegral / (] > 0) 
proportional. Auch im Falle paramagnetischer Substanzen (J < 0) 
1aBt sich das HEISENBERGsche Modell mit Vorteil verwenden, wenn 
man eine homodpolare Bindung zwischen den Atomen und reine Spin- 
entartung voraussetzt?. Der Wechselwirkungsoperator A ist dann in 
einfacher Weise durch die PAuLIschen Spinvektormatrizen realisierbar*. 
Der HamittTon-Operator H setzt sich additiv aus A und den mit 4 ver- 
tauschbaren Operator M der potentiellen Energie der magnetischen 


Dipole in einem vorgegebenen duBeren Magnetfelde H zusammen. 
Die Schwierigkeit besteht in der Auffindung der Eigenwerte von 4, 
da jene des Operators M leicht angebbar sind. Ist das Eigenwerts- 
spektrum von A bekannt, so findet man daraus prinzipiell die Suszepti- 
bilitat fiir eine beliebige Temperatur T des paramagnetischen Mediums 
mit Hilfe der Zustandssumme 

72 v gation (A)jx T 


> 


, 


wobei H, den y-ten Eigenwert des HAmitron-Operators bezeichnet, 
aus der Formel: 

 _ *T diez 

4H 0H 


HUuLTHEN* hat fiir ein kubisches Raumgitter nach einem halb- 
klassischen Verfahren, welches auf KRAMERS und HELLER® zuriickgeht, 
die Suszeptibilitat in der Nahe des absoluten Nullpunktes berechnet. 
Der Vorgang war dabei der folgende: | 

Nach Aufstellung der Zustandssumme, wobei der HAMILTON- 
Operator wie schon friiher bemerkt, durch die PAuLIschen Spinvektor- 
matrizen dargestellt ist, wird die korrespondierende klassische HAMILTON- 
Funktion H durch Ubergang der Pautischen Matrizen zu gewohnlicher 
Vektoren der weiteren Rechnung zugrunde gelegt. Es erfolgt die 
Berechnung des Energieminimums Fy, (entsprechend dem Grund 
zustand des HAMILTON-Operators im antiferromagnetischen Fall) un 
die Entwicklung von H in der Nahe von Ey durch kanonisch konjugiert 
Variable. Die entstehende quadratische Form wird dann mittels ein 
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passenden linearen kanonischen Transformation in ihre Hauptachsen- 
gestalt tbergefiihrt. Die einzelnen Glieder lassen sich dabei als 
HAmILtTon-Funktionen harmonischer Oszillatoren ansehen, womit die 
einfache Méglichkeit einer Riickquantelung gegeben ist. In diesem 
Sinne werden die Eigenwerte der korrespondierenden quantenmechani- 


schen Oszillatoren in H eingesetzt, wobei die auftretenden Nullpunkts- 
energien nicht zu beriicksichtigen sind. Damit ist ein expliziter Aus- 
druck fiir die Zustandssumme gewonnen, aus welcher dann nach 
langerer Rechnung die Suszeptibilitat folgt. Fiir die N-gliedrige lineare 
Kette findet HULTHEN nach der ndmlichen Methode® | 


Me e 

ic N (us Sy ees Boursches Magneton : (1 a) 
Das hier skizzierte Verfahren, welches durch ein zweimaliges Anwenden 
des Korrespondenzprinzipes zur naherungsweisen Berechnung der 
Eigenwerte des HAmiILToN-Operators gekennzeichnet ist und wesent- 
liche klassische Ziige enthalt, wurde von HULTHEN selbst durch ein 
ausschlieBlich auf quantenmechanische Grundlage beruhendes Ver- 
fahren abgelést. 

Auf Grund einer vorausgegangenen Arbeit von SLATEK berechnet 
HULTHEN in [1] nach einer statistischen Methode die spektrale Ver- 
teilung der Bindungsenergie und die Nullpunktssuszeptibilitat. Es 
handelt sich dabei um ein quantenmechanisches Naherungsverfahren, 
das mehrstufig aufgebaut ist und in eine Endstufe exakt mit den Funk- 
tionen des Darstellungsraumes R von A operiert. Bei einer Naherung 
beliebiger Stufe werden die 2’-Funktionen von R in Klassen eingeteilt 
und jeweils die Klassensummen gebildet, welche einen Darstellungs- 
raum R aufspannen, der beziiglich des Operators A nadherungsweise 
invariant ist. Die Hauptachsentransformation von A in R ergibt dann 
ebenfalls naherungsweise die gesuchten Eigenwerte von A in bezug 
auf R. Bekanntlich wird R durch die folgenden 2%-Spinfunktionen 
definiert: 
+1 
== il 
wobei die u,", u, gewdhnliche Spinvektoren bedeuten, die jeweils zu 
einem Darstellungsraum Dy, gehéren. Zu Funktionen der namlichen 
Klasse gehéren z. B. in der Naherung der ersten Stute alle w,, welche 
die gleiche Anzahl + Spine und eine gleiche Anzahl von (+ —) Kom- 
binationen in der Folge (o<4, Xs, Ar xy) besitzen. In [1] wird nach 
langerer Rechnung fiir die Naherung der ersten Stufe die paramagne- 
tische Suszeptibilitit angegeben: 


{a7 NiOAT. (1 b) 


b (k) 
a ara x(*) s xq(*) *n it ae ee 
Wp = Uy ug aenel mi ny = 


a 


6 LL. Hurtuen, Uber das Austauschproblem eines Kristalles, Arkiv f. Mate- 
matik, Upsala, 26 A, Nr. 11 (1938). 
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Es zeigt sich, daB der tiefste Eigenwert Ey des Wechselwirkungsoperators, 
welcher nattirlich in Gl. (1 b) imple eingeht, um etwa 5% hoher 
liegt als der exakte Wert, den ebenfalls HULTHEN nach einem anderen 
Verfahren rein quantenmechanischer Natur berechnet hat. Die letztere 
Methode, mit welcher wir uns noch ausfiihrlich zu beschaftigen haben, 
fiihrt auf eine lineare Integralgleichung und stellt fiir eine gentigend 
groBe Atomanzahl ein strenges Rechenverfahren dar. Da die statistische 
Methode unter der gleichen Voraussetzung nur Naherungswerte liefert, 
war es von Interesse, die Energieverteilung direkt aus der angefiihrten 
Integralgleichung zu berechnen, um daraus die Suszeptibilitat im Null- 
punkt zu gewinnen. 

Wahrend HuLTHEN gemaéB Gl. (1b) eine endliche und von der 
magnetischen Feldstairke unabhangige Suszeptibilitat erhalt, ergibt im 
Gegensatz dazu die Integralgleichungsmethode, welche von HULTHEN 
nur zur Berechnung des tiefsten Energiewertes herangezogen wurde, 


eine von H abhiangige Nullpunktssuszeptibilitat, die fiir ein ver- 
schwindendes auBeres Magnetfeld den Wert Null annimmt. 

Im folgenden soll zunachst die grundlegende Integralgleichung 
nach [1] abgeleitet werden’, worauf wir ihre Integration durchfiihren. 
Da zur Berechnung von y (entsprechend kleine Magnetfelder voraus- | 
gesetzt) nur die Kenntnis des Energiespektrums in der Umgebung von | 
E, erforderlich ist, wird es geniigen, die Integralgleichung asymptotisch 
zu losen. 


§ 2. Die quantentheoretische Behandlung der linearen Atomkette | 
nach Bethe und Hulthén. | 


Der Wechselwirkungsoperator A, dessen Eigenwerte im Raume der} 
Funktionen (2) in der Umgebung von F zu berechnen sind, lautet | 


| 


N 
. : 1 ars! eX 
A= ry Osa mi "CO, ;—I— Ps, nd Pp rit: + 4 (Ox, 31). 
k=1 


(3 a) 
In Gl. (3) bedeutet P;,; einen Transpositionsoperator, welcher auf dem 
k- und J-ten Spinvektor wirkt und durch 


+ A= 3 = 
Prt Uy uy = “iE Wis 


Pet aap Hut aT | 


(3 b)} 


definiert ist. Die o; stellen die PAuLischen Spinvektormatrizen dar]| 
Der Operatorausdruck (3) gilt unter der Voraussetzung, daB jeweils} 
nur das k-te Atom mit dem (k— 1)-ten und (k + 1)-ten Atom det 
linearen Kette in Wechselwirkung steht, welche durch das Austausch}| 


8 Wir folgen dabei der Huttrutnschen Ableitung [1], welche wir in ihre} 
wesentlichen Ziigen hier darstellen. 
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integral J (unabhangig von k) gekennzeichnet ist. Ferner wird die 
Kette als geschlossen angenommen’?. 

Zur Berechnung der Wirkung von A auf die Funktionen (2) von R 
ist es zweckmaBig, diese durch ihre + Spinverteilung zu charakteri- 
sieren. Hat man also die Kette in einer beliebigen, dann aber fest- 
gehaltenen Weise numeriert (1 <_< N), so ist durch w(»™---") ein- 
deutig eine bestimmte Funktion (2) festgelegt. Alle Funktionen (2) 
mit gleichem y (y = Anzahl der + Spine) bilden einen beziiglich A 
invarianten Unterraum von R, welcher durch M, = 7— 1 I2N_ be- 
stimmt ist. 

Zunachst erhalt man: 


Hetig rn” ve (4 a) 
-n, 


N 
Die Summe rechter Hand ist iiber alle | i Kombinationen (7,', 9’. . . 7’) 
zu bilden. Die —A/I darstellende Matrix [ee Unie 
nen 
raum Rj, ist wegen Gl. (3 a) prinzipiell bekannt. Alle in Ry, gelegenen 
Eigenvektoren y; von — A/I haben dann die Form 


N7.@) ty citta arent) 
Yi = An,’ ns’... nsw eee ‘i (4 b) 


tee 2 (4c) 
os ae p= 2EY, 
wobei mit 2 « =: E die Eigenwerte bezeichnet werden, findet man mit 
Beriicksichtigung von Gl. (4a) und (4b) das folgende lineare und 
homogene System: 


(4,--- 8) i 
2 One Meee ie : ae ",/) Any’, ne’ ...m,": (4 d) 


Daraus sind die a,,..., und die Eigenwerte E zu ermitteln. Die 
umstdndliche Rechnung, die am einfachsten gelingt, wenn Gl. (4d) 
als Differenzengleichung aufgefaBt wird, wurde zunachst von BETHE 
und spater von HuULTHEN (s. [1]), welcher die BETHEsche Lésung ver- 
volistandigen konnte, durchgefiihrt. 

HULTHEN findet: 


Ss 
ee ee 
ly ia a 

< 


pe ne eae 


9 Fiir k = n + 1 ist wieder 1 zu setzen; die f# stellen also die Restklassen 
mod (N) dar. 
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mit 
e = >" (1—cosh;) | (5 b) 
7=1 
und | 
Nae Co Aa (5 c) 
>) ; 2 ] 2 
Nip 2a D> vit | (5 d) 
1 


Dabei ist A; eine ganze Zahl in den Schranken 0/7; < N— 1. 
Gl. (5 a) bedarf einer naheren Erklarung. Schreibt man Gl. (4d) in 
eine partielle Differenzengleichung zweiter Ordnung um_ so erkennt 
man leicht, da 


(Sh n ee ?}, 1} : 
Any, ng...n, — @ —- (6 a) 


eine partikulare Lésung darstellt, wenn die reell vorausgesetzten 
Wellenzahlen k; die Eigenwertgleichung (5 b) befriedigen und die auf- 
tretenden ;,7 der Bedingung (5c) geniigen. Ferner erhalt man durch 


eine beliebige Permutation P, der kj (7 = 1... s) in Gl. (6a), wobei 
k; in kp; tibergeht, wiederum eine zu (nj, ae ... My) gehdrige Lésung. 
Ebenso hat dann die Summe 
Kp. n+ x P 
poe: mie se is " (6 b) 


e 


die gleiche Eigenschaft. In Gl. (6 b) wurden aus der Folge (7,, 2... mr) 
zum Aufbau von Gl. (6b) die ersten s-Glieder herausgegriffen. Zu 
weiteren Lésungen gelangt man, wenn statt dessen ein beliebiges 
s-Tupel (My,, Mp, +++ M%,) verwendet wird. Indem alle Kombinationen 
der 7 Elemente (m, ... my) zur s-ten Klasse gebildet werden und dar- 
iiber summiert wird, findet man den Ausdruck (5 a). 

Wir bemerken noch, daB die Beziehung (5 d) aus der Periodizitats- 
bedingung \ 


an, Ngee thy, — an,, My... +N 


folgt, welche die Geschlossenheit der Kette zum Ausdruck bringt. 

Die gesuchten Eigenwerte E = 2 ¢ von Gl. (4d) sind wie aus Gl. (5) 
ersichtlich, ausschlieBlich durch die Gl. (5 b), (5 c) und (5 d) bestimmt. 
In diesen geht wesentlich die Zahl s (Anzahl der von Null verschiedenen 
Wellenzahlen f,) ein, wahrend y (Anzahl der +- Spine) nur fiir Gl. (5 a) 
von Bedeutung ist. Dies hat zur Folge, daB alle Eigenfunktionen y, 
welche sich aus Gl. (5a) bei festgehaltenem s und einem belicbigen. 
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r=s konstituieren’® den gleichen Eigenwert E besitzen. Geht man 
also von einem festen s-Wert aus, so findet man notwendig eine in M, 
aufsteigende Reihe von Eigenfunktionen zum Eigenwert EF: 


yy pats M:=s—N/2 


Ss 


y?) ti Ss]: M,=s—N/2+1 


pine —s+1) feat N/2, Ms a 0 
Dazu kommen noch die Eigenfunktionen zum Eigenwert FE, welche 


@, — Spine besitzen, wobei @ der Ungleichung s <9 < N/2 geniigt. 
Da daraus fiir 7 die Schranken N/2 + 1 und N — s folgen, erhalten wir: 


pe ly NP 14° M211 ° @=NP—1 


pN—2s+)) | r=N—s. M,=N/2—s (o'== 5) 


Die angefiihrten N — 2s + 1 Eigenfunktionen bilden nach einem be- 
kannten gruppentheoretischen Satz einen drehungsinvarianten Unter- 
raum von R, welcher durch die Spinquantenzahl 

S = N/2—s = Max. M, (7) 
charakterisiert ist. 

Weiter la8t sich aus dem Losungssystem Gl. (5) folgern, da die 
Differenz zweier A-Werte hodchstens 2 betragen kann. Ist namlich 
4j,— 4;, = 1, so erhalt man fiir ay,n,..»,=0, wahrend der Fall 
ij, — 4;, = 0 zu einer Lésung fiihrt, die schon in der Lésungsmannig- 
faltigkeit 2; — /;, = 2 enthalten ist. 

Wir versuchen nunmehr aus Gl. (5) durch geeignete Festlegung 
von s und y den héchsten Eigenwert von — A/J, bzw. den tiefsten 
Eigenwert von A zu bestimmen. Bekanntlich ist dieser durch M, = 0, 
S = 0 charakterisiert!4. Mit Hilfe von Gl. (7) erhalten wir dann 

pie Se NC, (8) 
Umgekehrt folgt bei Bestehen von Gl. (8) ebenfalls M;=S = 0. 
Gl. (8) ist also eine notwendige und hinreichende Bedingung zur Er- 
fassung tiefsten Eigenwertes Ey. Da wegen s = N/2 genau N/2 ver- 
schiedene /;-Werte auftreten miissen, wobei /;,— Aj, 22 sein soll, 
folgt daraus notwendig fiir 2; die Form! 
A; =2j—1 ea Fo ei SIN fo) 


10 Die Lésungsmannigfaltigkeit (5) gilt nur fiir y= N/2; ist r > N!2 so 
hat man die Verteilung der -—— Spine zu betrachten. Die Gl. (5) lauten dann 
formal gleich. 

11 S. diesbeziiglich [1] und auch E. LepinecG und P. UrBaAn, Acta Physica 
Austriaca. 

12 Der an sich mégliche Wert A; = 0 ist auszuschlieBen, da sich daraus ent- 
gegen der Voraussetzung eine der s Wellenzahlen zu Null ergeben wiirde. 
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Fiir eine geniigend groBe Atomanzahl laBt sich nun Gl. (5 c) und (5 d) 
in eine lineare Integralgleichung umschreiben. Als kontinuierliche 
Variable bietet sich zwanglos 

BY 
dar, so daB A; in N - x gem&B Gl. (9) tibergeht. Die Gln. (5) lauten dann: 


(054-51) (10 a) 


c= Z| (1 — cos k (x)) dx (5 b’) 
gi 
b(a) =2ax+x [ plarday (5 d’) 
0 
mit 
ctg ro (%, y) = Jota» (x) — ctg 5B on| (5 c’} 


Nach Auflésung der Integralgleichung (5 d’) ergibt sich durch Aus- 
fiihrung der Integration in Gl. (5 b’) das gesuchte Energieminimum. 
HULTHEN verwandelt im weiteren Verlauf die fiir die praktische 
Rechnung sehr unhandliche Gl. (5 d’) in eine lineare Integralgleichung. 
Dies geschieht durch Einfiithrung einer neuen unabhangigen Verander- 
lichen A (k) = dx/dk, indem man Gl. (5 d’) nach & differenziert. Die 
damit linearisierte Integralgleichung wird durch die Substitution 


1 2 dé 
tg-hk= dk = — 
Cee es 1-2 
weiter vereinfacht. Setzt man noch — dx/dé = / (&), so erhalt man 
an Stelle von Gl. (5 d’) und (5 c’): 
+. 
Pha 2 / () dn 
1 le 5 = 1 (€) +2 4+ (E—n)2’ (11 a} 
wahrend Gl. (5 b’) durch die angefiihrten Substitutionen in 
27 an 
Nf pee 
cede (1—cosk) A (k) dk= N sint 5h A (k) dk = 
. : 
300 aes oo) 
== N | sin? > h (7) f(y) dn =N JA S dy (11 b) 


iibergeht, 
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Auf analoge Weise folgt aus Gl. (5) die spektrale Energieverteilung 
um Ey. Diese ergibt sich, wenn man die héchsten Eigenwerte von 
— A/I fir M;~0 oder r+ N/2 aufsucht. Wir setzen demnach 

N 

2 
und fithren wiederum die kontinuierliche Variable x mittels 7 = N/2 x 
ein. 

Aus Gl. (5b) ist ersichtlich, daB 2¢ bei vorgegebenem 7 seinen 
héchsten Wert annimmt, wenn die Wellenzahlen fk; in der Nahe von a 
legen und s = y gewahlt wird. Die A; sind dann wegen Gl. (5 d) symme- 
trisch um N/2 angeordnet und besitzen im iibrigen wie friiher die Form 


| 


(1 —o) mit o>0 (12 a} 


Aj = 27—1. 
Da 

; ; N 

ie 2 Sioa oem (1—<a) 
ist und daher 

AMax — Amin ==iN. (1 — 0) (12 b) 
wird, ferner 
Amin — N XMin | 


12% 

Aitax == IN, XMax = N (i ar Ratcal | ( ) 

gilt, erhalt man aus Gl. (12 b) und (12) den Variabilitatsbereich von 
ew aa 


(13) 


Mittels Gl. (5 d) und (5c) bekommt dann HULTHEN wie friiher eine 
Integralgleichung zur Bestimmung der Wellenzahlfunktion (x). 
Die Integralgleichung wird wieder durch die Substitutionen 


dx 
und 
1 
tg-—k = 
ctg 5 is 
linearisiert und in eine rationale Form gebracht; es kommt: 
+6 
Quel 2 f(y) dy 
a = = 14 a) 
WARE ja+2 | ioe, Ge) 
mee 
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mit 


Dabei ist § durch 
Der: 
ctg 5 4 == go 
gegeben. /(£), o und & hangen durch die Gleichung 


+6, +6 


[ia [Sa x(—&)—x(&)=1—o (14¢ 


—4 
20 So 


zusammen. Aus Gl. (14 a) gewinnt man zuniachst durch Integration die 
Wellenzahldichtefunktion / (é) und mittels Gl. (14b) die Energie- 
verteilung als Funktionen von &. Da die Energieverteilung in Ab- 
hangigkeit von o benétigt wird!’, hat man noch in Gl. (14 b) mit Hilfe 
von Gl. (14c) &) durch o zu substituieren. 


Wie aus Gl. (12 a) ersichtlich ist, gibt o den auf Nj2 bezogenen Zu- 
wachs von — Spine gegeniiber dem tiefsten Energiewert Ey (o = 0) an. 
Da wir nur die Energieverteilung in der Nahe von FE, ben6tigen, darf 
man o < 1 voraussetzen, also & >> 1 annehmen. Die anfangs gemachte 
Bemerkung, welche sich auf die asymptotische Integration von Gl. (14 a) 
bezieht, ist in diesem Sinne zu verstehen. 


Das hier geschilderte Verfahren, welches von Gl. (4 d) zur Integral- 
gleichung (14) fiihrt, beruht wesentlich auf der Verwendung der BETHE- 
schen Lésung, die aus dem System (5) durch die Forderung 7 = s her- 
vorgeht, also eine spezielle Schar der HuLttHENschen Mannigfaltig- 
keit Gl. (5) darstellt. Diese liefert zu jedem (vy < N/2) den dazuge- 
horigen tiefsten Eigenwert von A. 


§ 3. Berechnung des tiefsten Eigenwertes E des Wechselwirkungs- 
operators A fiir N> 1. 


Wie schon einleitend bemerkt, wurde in [1] die Integration von 
Gl. (11 a), bzw. die Berechnung von Ey gemaB Gl. (11 b) durchgefiihrt. 
Dabei gelangte die Methode der Kerniteration, also die Darstellung 
von f (€) durch eine NEuMANNsche Reihe zur Anwendung. Nachtrag- 
lich erfolgt dann die Aufsummierung zu einem geschlossenen Ausdruck. 

An Stelle dieses etwas langwierigen Verfahrens wollen wir die 
Integration direkter durch eine Fourrersche Integraltransformation 
vornehmen, welche unmittelbar einen geschlossenen Ausdruck fiir 


f (€) ergibt. 


18 Die spektrale Verteilung von M liegt in Abhangigkeit von o vor. 
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Wir tithren zunachst in Gl. (11a) die folgenden Abkiirzungen ein: 


— 


2 
n1lLe 5 = g (§) (15 a) 
1 
== 60 (Se 
Damit erhalt man 
+c 
9) 
g(é)=f(é) + af KE—mien dy, A =e (16 a) 


Multiplikation mit e~™* und nachfolgende Integration liefert: 


+O +0 
& (u) =f (a) + | [&e—nie es dé dy (16 b) 
wobei pase 
Tees 
g (wu) = fee e tut dE (16 c) 
und a 
+0 
j= fre e—iué dé (16 d) 


gesetzt wurde. Das Doppelintegral zerfallt durch die Substitution 


£—y =, y= in 
+0 


[fre &—n) / (n) 6 **£ dean = -fr cna [0 emt dy 


und wir bekommen aus Gl. (16 b) 


+o 
g (u) =f(w) At KA(u (u)} mit K (u) -[x (pert de, 
Die Auflésung nach } (w) ergibt: 
f(a) = pr (16 f) 


1+A K (2) ' 
Daraus findet man nach der Fourterschen Reziprozitatsformel die ge- 
suchte Dichtefunktion 


ie 1 i g (wv) ius day 17 
meal u. (17) 


268 E. Lepinecc und P. URBAN: 


Es handelt sich zunachst um die Auswertung der Integrale 


$00 z 
a 2 ent us 
w=2 [= e 3 
und 
oe eis 


Diese sind mittels der Residuen-Methode sofort zu integrieren und wir 
erhalten: 
Sa 


—¢ fir w>0 
> (a eee fir u>0 Kw) ae 
£ Yh) = 16) “ uu) = 5 
AEE RASA sore, fir u<0 
Mit Gl. (18) geht Gl. (16 f) in 
MAST ea ier sea) 
ey ms et 
~ 2 
u) = ; (19 a) 
f (u) te 
eS Te eT 


IU 
12h +2u 
4 5 


iiber. Setzt man A = 2/z [vergl. Gl. (16 a)], so erhalt man im gesamten 
Intervall — co <u< + © nur eine analytische Funktion der Form 


f (u) = — (19 b) 


Daher bekommt man fiir Gl. (17) 
+a 


1 es 
He) = a | Cane 
Zur Integration von Gl. (20) wahlt man am einfachsten in der kom- 
plexen u-Ebene einen Weg, welcher langs der reellen Achse von — oo 
nach + oo fiihrt und auf einer Parallelen zur reellen Achse im Abstande 
1% von oO nach — 00 zuriickgeht. Innerhalb des angegebenen Streifens 
liegt ein einfacher Pol bei 77/2. Nach kurzer Rechnung erhalt man in 
Ubereinstimmung mit [1] 


i(é =—_——. (21) 
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Das tiefste Energieniveau ist dann durch das Integral 


Pes j m 
ae eae 
“te (1+ §2) Cos Zé 


gegeben. Der Integrand ist wiederum eine analytische und mero- 
morphe Funktion. Die Pole liegen auf der imaginadren Achse an den 
Stellen z, = (2%-+ 1)7. m=O entspricht einem zweifachen Pol, alle 
lbrigen sind einfach. Nach dem Residuensatz wird: 


fo 6) 


s . (n) 
W —— 2g t Oye 
n=0 


wobei a”), das Residuum an der Stelle (2 -- 1)7 bezeichnet. Da 


A reali Naha 
years Dee 
und 
(n) n 22 = 
(== 1 
oa? tater 
ist, bekommt man: 
eft yy 1)"42 1 = Dale Pel 
fie ia 4a cea)? 2) ah lp 2 (n + 1)f 
n=1 ; n=1 
oder 
€ Vv (—1)" 
— = ot 
Kee Sethe 
Daher finden wir fiir den tiefsten Eigenwert von A 
Fea 2le=—2INig2=—IN- 1,586 (22) 


wiederum in Ubereinstimmung mit [1]. Die strenge Berechnung der 
tiefsten Energie einer linearen Kette mit nur endlich vielen Gliedern 
zeigt iibrigens, da der in Gl. (22) angefiihrte Limeswert schon fiir eine 
recht geringe Gliederanzahl fast erreicht wird. So erhalt man fiir 
N = 10, bzw. 12, Ey =2IN-1,4031, bzw. Ey =— 2IN- 1,3979 "4. 


§ 4. Die Energieverteilung in der Umgebung von Ep. 


Wahrend die strenge Integration von Gl. (11a) auf einfache Weise 
durch die Fourtrersche Integraltransformation gelingt, gilt dies leider 
nicht mehr fiir die Integralgleichung (14 a). Die im Integral von Gl. (14 a) 
auftretenden endlichen Grenzen (— & , &) verhindern zundchst ein zu 


144 Die tiefsten Energieniveaus von A wurden fiir 4-, 6-, 8- und 10-gliedrige 
Kette von Hurttutén in [1] berechnet, wahrend die Rechnung fiir N = 12 von 
den Verfassern durchgefiihrt wurde. 
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§ 3 analoges Vorgehen. Beschrankt man sich jedoch auf die Auffindung 
einer asymptotischen Liésung (¢ <1), so bereitet die Zuriickfiihrung 
von Gl. (14a) auf eine Integralgleichung des Typus Gl. (16a) keine 
Schwierigkeiten. 
Wir beniitzen wieder die Abkiirzungen Gl. (15 a) und (15 b) und be- 
kommen an Stelle von Gl. (12 a): 
+8 


Z 

g (6) =7 (6&0) +1 K(E—n)f(n fan, A==. (23) 

Die Wellenzahldichte HAS; é.) ist hier eine Funktion von & und &; 
fur & = 00 géht 7 (é, &) m 

1 
f(&, 9 = 00) = f(€) 2 Cos (a2) E 
tiber. Wir machen nunmehr den formalen Ansatz der St6rungsrechnung 
f=t &) =f (6) + (& &) (24 a) 


und versuchen die Bestimmung der ee g unter den Be- 
dingungen 


&>1 (24 b) 
und iy ( = lp (& &)| 
AG <<Gila (24 c) 


Die Berechtigung der in der St6rungsrechnung iiblichen Annahme (24 c) 
wird spater durch die explizite Darstellung von  (&, &)) erbracht. 
Aus Gl. (16 a), (23) und (24 a) gewinnt man zunichst die Gleichung: 


+00 on 
0O=(&, &) +4 [xe—nemse dn — a4 | K (&—n) f (n) dy + 


Mit der Abkiirzung 


—so ce) 


[ Kia ++ | Kf an = | K (&—n) fdy (25) 
—x +85 == [— 


erhalt man weiter: 
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Infolge Gl. (24) darf man das zweite Integral der linken Seite von 
Gl. (26a) gegeniiber dem ersteren vernachlissigen und wir erhalten 
eine lineare Integralgleichung 

H + 0 


lt ee —~% 
welche fiir geniigend groBe & mit beliebiger Genauigkeit die Funktion 
y (& &) zu bestimmen gestattet. 
Gl. (26 b) erlaubt die Anwendung der Fourterschen Integraltrans- 
formation und man bekommt wie friiher, wenn noch 


G(é,g) =A [x (€ —m) f(y) dy (27) 
gesetzt wird: pe iad i 
@ (w, £9) = ae (28 a) 
mit * 
Gait) = | GUE Sper itta (28 b) 
und zat ' 
K (w= is (v) ei"? dy (28 c) 


+0 
i ; n + au€ 
@ (E, é,) ve | y (u, &,) et 5 du 
folgt dann zu: 
1 it G (u, 50) ius ay (28 d) 
2a) 1+1K (u) 


Wir berechnen zunachst G (uw, &) 1°; aus Gl. (28 b), (27 a) und (15 d) 
sowie Gl. (21) erhalt man 


+0 


Gus) =2 | { [ems ay 848 = 200 + J 


5 


15 Die Integration von Gl. (27) zur expliziten Darstellung von G (6, &)) fiihrt 
auf komplexe Ei-Funktionen. Wie wir jedoch oben zeigen, ist die angefiihrte 


Integration zur Gewinnung von G (u, §) nicht notwendig. 
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mit ‘ 
+0 —; 

n={ [Keep aean 
+0 +0 

ine i | K (=n) f (q) e~" dé dn, 


29) Jee. 


7 


| K (&—) f (n) ay 


gleichmaBig konvergent ist!®, darf die Integrationsfolge in Gl. 


vertauscht werden; fiir J, und J, ergibt sich daraus: 


—&, +0 oO 
J,= [i () dy [x (Ga ieee de fr n) F (—, 4) dn, 


(eo) +c 
= fie in [ (—n) e¥8 dé = | f(y) F (y, u) dy 


Srp 
oe 


mit 
32 7 Ba 
ew tus ey ew ty 
PA wef ait Hee 


Nach Ausfiihrung der Integration Gl. (29 c) erhalt man: 


ai: ios eye hire a 
By, u) = Sein! etau 


fur: <0, 
Damit finden wir fiir J, und Jy: 
7 et iuy e2 u (u Ss 0) 
= a d M4 
Ji 4 1 ) et au (u x 0), 
2“ Cos 50 


16 


28 e) 


(28 c) 
(29 a) 


(29 b) 


(29 c) 


(29 d) 


Das Bestehen der gleichmaBigen Konvergenz ist streng genommen zur 


Vertauschbarkeit der Integrationsfolge nur dann hinreichend, wenn das auBere 
Integral endliche Grenzen besitzt. Ist dies wie in Gl. (28 c) nicht der Fall, so hat 
man zunachst das auBere Integral mit endlichen Grenzen (—N, +N) anzu- 
setzen und den Grenzwert der Folge (fiir N > 00) zu untersuchen. Da in unserem 
Fall sogar die absolute Konvergenz gesichert ist, erscheint die Vertauschung 


gerechtfertigt. 
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So 


Wir werten obige Integrale unter Beriicksichtigung von Gl. (24 b) aus 
und bekommen nach elementarer Rechnung mit Hilfe von Gl. (28 e): 


4 
Saga te 
e * a : =) im 
—_ :{acosuéj—2usinué,} fiir: u>0, 
eae 
u* + — 
‘ 4 
G (u, &) = = 
or & +2u 
eich 


-{acosuéy—2usinué} fir uw<0. 


(30) 


Da wir K (uw) aus Gl. (18 b) entnehmen kénnen, bekommen wir un- 
mittelbar fiir Gl. (28 a): 


ote k\= 1 3s {a cos u &) — 2usin u &} ool, 
2 2 
| u* + | Cos u 

(— co <u<+o). (31) 

Demnach wird gemaB Gl. (31) und (28 d) 

iz 1 eae Gx fs 
y (é,&) =x-e 2° {m cos u Ey cos u & — 
22 Aer é 
b= — — | Cos 

oak Re cla , 
—2usin u &,cos u §} du. (32) 


Die aufgefundene Integraldarstellung der Storungsfunktion laBt sich 
durch einfache trigonometrische Umformungen in eine bequemere 
Gestalt bringen; wir erhalten: 


er 
Ata a { ape ye mer (33 a) 


mit 


Cm 


: - {at cos (Ey + &) u—2 usin (& + &) u} du, 
5 7 
G Ae 4 Cos u (33 b) 


Acta Physica Austriaca, Bd. VI/4. 19 


Peo +) = 
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Ee” 


eer 
u* + aa Cos u (33 c) 
Die durch Gl. (33 b) und (33) eingefiihrten stetigen Funktionen ® 
sind fiir alle Werte von & und & nach oben beschrankt, so daB  (&, &) 
fir >> 1 und beliebigem & wie e—7/?* gegen Null geht. Damit ist 
Gl. (24c) und unser Approximationsprinzip gerechtfertigt. 

Fir die weitere Rechnung erweist sich die strenge Integration von 
Gl. (33 b), bzw. (33 c) als tiberfliissig, doch bendtigen wir eine asym- 
ptotische Darstellung von @ (& + &) und @ (& — &) fiir groBe Werte 


® (€é,—&) = {or cos (5 — &) w— 2 usin (£)— &) u} du. 


von |& . |) — &|. Man erhalt??: 
0 Oy 1 
Pot) = Tey eH Ol eaas| Beet (33 d) 


Ferner ist der numerische Wert des folgenden Doppelintegrales von 
Interesse : 


a= t) dt = {a cos ut — 2 usin ut} du dt. 
ur 
Doe } cos u (34 a) 
Bezeichnet man mit ig i ae 
co +0 
en e— || 
Ve os eee ae du = — du = 0,510, 
(w: Je = Cos u & G a = Cos u (34 b) 
so ist (s. Math. Anhang) 
Co =2—Yo- (34 c) 


Mit Hilfe von Gl. (14b), (33) und (34) berechnet man zunachst das 
Energiespektrum als Funktion von & : 
+&, + &, + & 


tsi lesolieee ost eseo lee jen £ 
N ees 1 euscale i+e o= 
0 So + So 
f (&, 00) he Ey) 
= le dé - dé. 
aden PEN hi Su be er b 


Wir haben die in Gl. (35) auftretenden Integrale auszuwerten. Fir das 
erste Integral auf der linken Seite erhalten wir unmittelbar nach Aus- 


fiihrung einer partiellen Integration und mit Beriicksichtigung von 
Gl. (24 b) 


v Beziiglich der Ableitung verweisen wir auf den Mathematischen Anhang § 6. 
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ic) 


if, (é, oo) | dé . 4 oa R 
i 1-e* ony ae = Sil 9 (€) > 1) (36 a) 
ar (ls 2)* Cos a6 


2 


Das zweite Integral wird: 


+§o ee eens 
¢ (& &) ery x : d 


—, ey, 


50 =o 
n 2&, 7% ioe) 


a =e | @ (t) dt te ® (t) di 
14 


4+. (t—&)? 2% iF 1+ ¢— &,)? ree} 


mit 


oe) 


re) = | @ (t) dt 


Leto)" « 
255 
. . Ge 
Da wir nur Glieder bis zur GréBenordnung a= zu_beriicksichtigen 
0 
3h 
brauchen und + (2 €)) mindestens die GréBenordnung oe besitzt, 
0 
also zu vernachlassigen ist, bleibt: 
+& ™%, oo 
one 
v (&, So) Tae P (i) at 
dé = b 
Joe $ on 1+ (¢— &,)? oe 
—&, 0 


Zur Berechnung obigen Integrales beachten wir nun, da @ (¢) fir 
t + oo, wie 1/t? verschwindet und nur in einer endlichen Umgebung 
B, = (0, £;) von ¢=0 zur Integration einen wesentlichen Beitrag 
leistet. Dabei ist die Schranke £, unabhdngig von &). Das gleiche gilt 


von der Funktion 
1 


1 35 (¢ Sa Ey)” 
in dem Bereich By = (— 2 + So, 2 + So). Wir betten nunmehr B, 
und B, in die Intervalle B,, B, ein und setzen dazu 
pi =a & mit a”) <1, Ce 
Die a!” sind von &, unabhangige feste Zahlen, welche geniigend klein 
gewahlt werden. Ist & sehr groB, so gilt 


Pec. sand > 6. S-B,,. 
19* 
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Die Resonanzbereiche B, und B, riicken dabei beliebig weit auseinander, 
wahrend die Intervallangen prop. & zunehmen und mit & ebenfalls 
nach oo streben. Es ist dann die folgende Zerlegung médglich’® 
(Se ADs) 


oO Py Et Be 
i, @ (t) dt =| Dit)dt @ (t) dt rol A aR 
1 + (¢— &)? 1+(@—&)? J 14+ (¢—&)? E,3 
2 0 EPs 
t Fye) 
D D/t) EE 
G 
Zee S 
Y= STS Ae eS Ve Wilts 200 


re wa: 
CLLLS SSAA ISP TTTLINLLL ILD 


{ 
Dy ue te fo ww oa £0 Pe 
3 7 & 2 ¢ 

: “ 1 § 5 

Abb. 1. Schematische Ansicht der Funktionen @ (¢) sowie Tha— es Die Resonanzbereiche B, und B, 
i ae 
werden bei geniigend groBem § von B, und B, iiberdeckt. AuBerhalb B, und By verschwindet der 
P(t ee! 

Integrand () wie 


DG tS)" Enea 


Wir wenden partielle Integration an und erhalten weiter 


x 


Py Pi 
“i y-besafend ls 
ee “ay sea hr 2 


Py : ps 
1 i| 1 1 
= me— t d | O, oeEnnnnnneniiemnend = --— pale. — , 
a fou ‘a [5 za | nf Bee 0,| 2 | 
0 0 


18 AuBerhalb der Gebiete B, und By stellt also der Integrand von Gl. (36 b) 
nur Beitrage die klein von héherer Ordnung sind, das hei&t Integrale 


é-— Ps ioe) 

[ ae eee und ‘ PI hel 2 - 
is 1+ (¢— &))2 1+ (¢— &,)? 
py So +Da 


werden, wie eine einfache Abschatzung mit Hilfe von Gl. (33 b) zeigt, von 
mindestens der Ordnung 1/&)° klein. Es gelten dabei die folgenden Ungleichungen 


{ \pi p= El = & 1 —= aj; >1 
La & >>1 


und 


fiir geniigend groBe &>. 
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wobei wir Py — £\ = €, |1 — ay | ~~ €& > 1 beriicksichtigten. Mit 
Gl. (24a) finden wir: 
Ps 
" @ (t) dt bs | iM 
ie ae as 36 d 
| | Ne (¢—&)? So” : Sa \ 


Auf die gleiche Weise behandeln wir das zweite Integral in der Zerlegung 
Gl. (36); wir fiihren im Integranden den asymptotischen Ausdruck 
Gl. (33 f) ein und bekommen: 


fo tPs Sot Ps 

[ P (t) dt =) dt oriaee 

2 ee et ie a Ge Se ei re a 
§o—be Eo —Py 


Nach Ausfiihrung einer partiellen Integration kommt schlieBlich, wo- 
bei wieder & >> /, >> 1 gesetzt werden darf: 


Sot Pe +b2 


ONES Se Or ae eee oe 
iss (t—&)? 2x ms | 1+u2  &,2 0 o| 4] (36 e) 


Damit ist die gesuchte Energieverteilung in der Umgebung von £, 
bestimmt. Aus Gl. (35) und den Gl. (36 a), (36 b), (36 d) und (36 c) folgt: 


€ Ky oe te 
Ne Dae ee 
mit (37) 
x % ‘ee 
Ky=2—F=1+-) = 1,25. | 


Wir haben noch ¢ als Funktion von o darzustellen und gehen dazu 
auf Gl. (14 c) zurtick; wir erhalten: 


+&, +0 
> 


fre §) dé = fre. 00) dé — | f(€, 00) d& +- 


« 


aye = alex 


zone id > 
spe {{oma—2 thai —e. (38 a) 
22 mt Eo 
0 


wobei wir Gl. (33 a) und (33 f) verwendet haben. Nun ist 


+ 0 
~ ae 
[716,20) a8 = | = = ] 
See —# 2 Cos 5 


D 
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und 
‘ sae i ite A nee 
J (é, 00) dé = ea whee Bt gages 
Coss - 
=| |— Ey 2 


so da® Gl. (38 a) mit Hilfe von Gl. (34a) in 


es 
goa | oh [oh 
8 eee =o 38 b 
x \! 0) + i é,| ( ) 
tibergeht. Mit der Abkiirzung 
8 — Cy = Cy* = 6,51 (38 c) 
RO I ORL ee OE RE TE EE TS: 
pa Shh se OS sed ane Ses 


G10 


Abb. 2. Spektrale Verteilung der Energie in der Nahe von E = Ey. Die Kurve a ergibt sich aus Gl. (39 a) 
wahrend die Kurve Db der Fnergieverteilung nach Huttuen (statistische Methode) entspricht. 


bekommen wir aus Gl. (38 b) 


2 2 | 


0 


den Zusammenhang zwischen &) und o. Bei Bildung der Umkehr- 
funktion durften wir in Gl. (38 b) 1/& gegen (8 — co) vernachlassigen. 

SchlieBlich folgt durch Einsetzen von Gl. (38d) in Gl. (37) das 
Energiespektrum als Funktion von o zu: | 


E'(o) = —2 J e(o) =—27N{i@2—0- 5] (39 a) 


mit der Konstanten 


oO te = On (39 b) 


; 
| 
| 
| 
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Zum Vergleich fiihren wir die analoge Verteilung an, welche HULTHEN 
nach der statistischen Methode in der Naherung der ersten Stufe findet: 


E (0) = rei BT gal 


27 a7 
= —N J {1,316 — 2,12 - 6%. 


Firo = 0 bekommt man in Gl. (39) den exakten Wert Ey =—-2 JN lg 2, 
wahrend F (0) nach Gl. (40) um etwa 5% hoher liegt. In beiden Fallen 
miindet die Kurve E = E (0) horizontal in Ey ein. Einen wesentlichen 
Unterschied weist jedoch die 2-te Ableitung auf: In Gl. (39) erhalt 
man fiir E” (o = 0) = o, hingegen bleibt E” (0) nach Gl. (40) endlich. 
Daher gestattet Gl. (39) fiir o = 0 keine quadratische Approximation, 
woraus sich das von [1] prinzipiell verschiedene Verhalten der Null- 
punktssuszeptibilitat ergibt. Die letzten Endes entscheidende Sin- 
gularitat in der zweiten Ableitung von E, hat wiederum ihre Ursache 


(40) 


im Auftreten des Faktors e 2° neben rationalen Termen. Es ist 
leicht einzusehen, daB auch bei Hinzunahme von weiteren Gliedern der 
asymptotischen Lésung sich an diesem Umstande nichts andern wiirde. 


§ 5. Die Nullpunktssuszeptibilitat. 


Zur Untersuchung des magnetischen Verhaltens der Kette, schalten 
wir in Richtung der negativen z-Achse ein Magnetfeld 


He in 


ein; dieses wird die Anzahl der + Spine verkleinern, da klassisch ge- 
sprochen, das so gewahlte H-Feld die Tendenz aufweist, die Spin- 
vektoren in Richtung der negativen z-Achse heriiberzuklappen. Dies 
steht im Einklang mit unserer Forderung o >0. Der Operator M 
hat demnach die Gestalt: 


N N 
M =—2 up (7 ya] = + pa >) op. 
k=1 k=1 
Dabei bedeutet jz3 das Boursche Magneton und ¢; die doppelte z-Kom- 
ponente der k-ten PauLischen Spinvektormatrix. an ¢, ist mit A 


k 
vertauschbar und jede Funktion aus R mit der Quantenzahl M, ist 
Eigenfunktion des Operators M zum Eigenwert 2.M;. Insbesondere 
gilt dies fiir alle Eigenfunktionen w™-%) von A. Die Eigenwerte 
von M sind wegen r = N/2 (1— a) durch 


gegeben. 
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Die spektrale Verteilung des Hamirton-Operators in der Um- 
gebung von o = 0 lautet daher: z 


o | 
Hie) = —2N J e2—< Beale (40) 
Nun ist die Suszeptibilitat y durch 
f mit J =Nuso (41) 


LPT 
definiert, wobei J das magnetische Moment des betrachteten Korpers 
in einem bestimmten Gleichgewichtszustande bedeutet. In unserem 
Fall ist dieser Gleichgewichtszustand durch das Minimum der Gesamt- 
energie Gl. (40) gegeben und durch eine bestimmte Anzahl N o nicht- 
abgebundener Minusspine gekennzeichnet. Aus 


lidiy 2el al 
N-de lea, lg 0 


upH =—0 


findet man 


= 
Up 
é 


In Verbindung mit Gl. (41) erhalten wir daher 
Bor 
1 Nae Vin 
ee: ae 
mit (43) 
m2 + Yo | 
ae eee 
46+ % 


wobei y, durch Gl. (34) bestimmt ist. 

Die Suszeptibilitat ist also gemaB Gl. (43) eine monoton ansteigende 
Funktion von H und verschwindet fiir H = 0. Ebenso ist das magne- 
tische Moment / eine nichtlineare und mit H monoton ansteigende 
Funktion, wahrend in {1} J proportional der Feldstarke ausfallt. 

Physikalisch wird dieses Verhalten verstiandlich, wenn man bedenkt, 
daB durch den UmklapprozeB der Spinvektoren in die Feldrichtung 
immer weniger Spinvektoren zur mittleren Bindungsenergie beitragen 
und die Ausrichtung der Spine bezogen auf die Zunahme des H-Feldes 
daher immer leichter erfolgen kann. 

Beziiglich des Giiltigkeitsbereiches von Gl. (43) ist zu sagen, daB 
unsere Formel im Sinne ihrer asymptotischen Herleitung auf sehr 
kleine Feldstarken H beschrankt bleibt; wir miissen also 

REL po 
MB H rit 


voraussetzen. 
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§ 6. Mathematischer Anhang. 


Zunachst leiten wir eine asymptotische Darstellung von © (i) fiir 


t >> 1 ab und gehen dazu von der Integraldarstellung Gl. (33 b) aus; 
diese lautet: 


@ (i) = | f (u) {x costu— 2 usintu\du = 7, (t) — ®, (t) (44a) 


f) 
mit 
’ et 
pig ; ——— (44 b) 
G lt | Cos wu. 
4 
Wie wir noch zeigen, geniigt es allein, das Integral 
Bilil li (uw) costudu ‘44 c) 


fiir groBe ¢/-Werte zu untersuchen. Dazu zerilegt man das Integrations- 
intervall (0, 00) in die Teilintervalle 


nT (n+ 1)z 
A Uy = Unt1— Un | Un = “f Unt1 = =i 


und fiihrt die Integration in jedem Au, gesondert aus, wobei 7 (u) 
durch die Tangente linear approximiert werden darf, da mit wachsen- 
dem ¢, A u, beliebig klein ausfallt. Nach kurzer Rechnung findet man 


(n+1)z 


t 
a D ; , ] 
= | f (wu) costudu = (— 1)"*1 2 f i) +O | = 


nme 
t 


2 1 | 1 Dine. oo | ] 
=(— 1)" 1 4 = +01 5h 
7" t n 2 ] 5 W) : t 
ms + aos x 7 


Wir bilden die Summe 2/7,, und erhalten: 
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Die in Gl. (45 b) auftretenden Summen werden im folgenden durch 
Integrale dargestellt, woraus sich auch die Relation 


Sey le 4 
a =o|}| 


ergibt. Fiir unsere asymptotische Darstellung ist also nur die Summe 
+ (I) maBgebend. Zerlegt man in Gl. (45 b 2 (J) in gerade und un- 
gerade Terme so kommt: 


Be 1 1 | 
ey 2n\? 1 » (2"2\ 2n+1\? 1 3f22 1 : 
Slee Ae 
(46 a) 
Nun gilt asymptotisch: 
x 1 ax 
OL) = = 
og 2 an\? 1) 42 (2% ree Pe :(2eah 
“ mh ae t el Rice pee fs 
(46 b) 
eh tlmes =: 2n-+1\? 7 Dated Nol ne 
acer encon 
i 4 
as 
a ot PES. eer -. (46 c) 


ye i ad ae ee 
Alege | 


Nach Ausfihrung einer linearen Substitution in den Integralen Gl. (46 b), 
bzw. (46 c) mittels 


finden wir: 
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Wegen 1/t< 1 laBt sich obiges Integral sofort auswerten und man 
erhalt 


28 


In Gl. (46 b), bzw. (46 c) 
wurden die linker Hand auf- 
tretenden Treppenkurven T,, 
T, durch zwei glatte Kurven 
g, und g, ersetzt. Der dabei 
auftretende Fehler ist, wie 
eine Abschatzung sofort er- 
gibt, von der GréBenordnung 
1/2. Abb. 3 zeigt schematisch 
den Verlauf von T,, T, bzw. 
£1, 9. Man erkennt unmittel- 
bar die Flachengleichheit, der 
durch die Subtraktion von 
» (I’) und S (7’’) entstehenden 
schraffierten Rechtecke (1, 2, 
3; 4) mit den Parallelepipeden Abb. 3. Schematische Ansicht der Treppenkurven 7, und 


T, nach Gl. (46 b) und (46 c). Die schraffierte Differenz- 
(1’, 2’, 3’, 4). Daraus folgt  ftache steut dann 2 (I)=5(I’)—2 (I’) dar. Die glatten 


dann die GréBenordnung des Kuven fi und fe D Weise, Ga8 es aa 
Restgliedes der asympto- co co 
tischen Formel (47) zu 1/E°. J aan 

Auf dhnliche Weise be- 


; die Summe * (I) bis auf ein Restglied der Ordnung 1/@ 
handelt man die Summe widergibt. 


(dd); es gilt: 
2 Ut PEL) AR 2”) 


mit 
2nx 
; 2170 Donia 
aE poop Dane. A “Gs 2nn 
Tey T= 
- 2x0 
D 2xe + dx 


und 
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oS __ an ahiays 
2 v (2n + He f 
e Lt\s a . ee 
ae) met me 0 ee ele (2” + 1) 
0 z = ae fn Cos pe 
. oe (2% + 1a 
2 (Qoe a ee Z ax 


~~ al Det = Ce eee 
- Cos — Ts 
0 t 4 t 


Daraus bekommt man analog wie friiher: 


2 16: Meetie 
sap oY) - Gn Bere) A (48) 
Zur Berechnung von 
Dee) an fiw usintudu (49 a} 
; 


beachten wir die gleichmaBige Konvergenz des Integrales 


io 0) 


I3 {/ (uw) «sin tw} du 
0 
und die Stetigkeit des Integranden; dann gilt: 


Dat) = iB i ®, (i) = WL Hie) E 


a? {3 {4 ; 


(49 b} 


Aus Gl. (47) und (48) sowie (49 b) erhalt man unmittelbar die in Gl. 33 f) 
angefiihrte Formel: 


4] ] 
Cie Se te 6, (ae 50) 
oa dear ir E oy 
Die Berechnung von 
Ca / (u) {x cosut—2usin ut} dudt=al,—T, 
006 


gelingt am einfachsten mit Hilfe von Gl. (50). Wir beginnen mit /,; 
zunachst ist: 


oa) =a) co t=a 


ie | al 0) aul a = Hl i (a uw) ay i (51 a) 
=0 


Auf die Berechtigung der vorgenommenen Vertauschung von d/dt mit 
dem inneren Integral gehen wir weiter unten ein. 
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Nun gilt sicherlich 


oO 


im | f(a) et i= (51 b) 


t> 0 


da im Bereiche 0 <¢ < T (T = beliebig groBe, aber endliche Schranke) 
der Integrand von Gl. (51 b) gleichmaBig integrabel ist. 

Den Grenzwert fiir ¢ — oo finden wir folgendermaBen: 

Wir zerlegen 


: t 
| f (w) Sole du 
u 


in die Summe 


& ice) 


[Feo met a “+ [iw ) du = 1 + Ty (e > 0). 


a 


Nun ist analog zu den vorhergegangenen asymptotischen Entwicklungen 


lim | i (w) ee du =Aiiy 
U 


t—> 00 
€ 


so daB noch lim J,’ zu berechnen bleibt. Wahlt man ¢ eons cud klein, 


t—> «0 
so wird 
; t 4 int u 
Abd Das er eee un di (51 c) 
t—> 00 U TU” ¢ 


Der Nachweis der in Gl. (51a) vorgenommenen Vertauschung ist er- 
bracht, wenn die Limesrelation 


hg intu 
inf fr sin’ 5 eH ay | a ji u 
0 


fiir ¢ > T erfiillt ist. Es gilt aber: 


und 
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€ 


Da es Se fiir ¢ + oo nach Null strebt, ist damit Gl. (51 d) 
u 


at 
0 
bewiesen. Mit Gl. (51a), (51 b), (51c) und (51d) erhalten wir: 
=5. (52) 
It 


Die zu Gl. (51 a) ee Umformung liefert fiir /,: 


is ~2f [rv )usintudu dt = — {fi sina 


Hier ist die Vertauschung von d/di mit dem inneren Rect ohne 
weiteres erlaubt, da es sich um einen stetigen und _ gleichmaBigen 
integrablen Integranden fiir alle Werte von ¢ handelt. 

Wegen 


lim [io ) cos tudu= 5 lim a oh (53 a) 


t—>©o Ey a 


bleibt noch die pais von 


lim 2 [1 eninsn2 fn (53 b) 
t—> 00 


iibrig. Zunachst schreiben wir statt Gl. (53 b) das Integral in der Form 
+a 


und approximieren e~ |"! durch eine analytische Funktion. Dies fiihrt 
zum Ansatz 
ioe) 


ea |#l =— ) oe 


’ 
Cos u 


wobei die a, nach der Methode ake kleinsten Gundiaen zu ermitteln 
sind. Bricht man die Reihe mit dem dritten Gliede ab, so erhalt man aus 


. . ‘ 
—u ae =. Ag an 
ft Cosu Cos 2 sf opm 


die Koeffizienten 
a, = 0,32, dy = 0,59. 
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Die Residuenmethode liefert dann die folgende Reihendarstellung: 


ee isuaal) eet eeerr es 
stn ks (2 +4) gt Mee (29 + a 4 


fee) 


Hed (Oo F art : a 
2 Cows [Paeplten ue Tareae vice. a) 


Daraus erhalt man yp = 0,480 Durch Weiterfiihrung dieses Verfahrens 
kann man die Genauigkeit beliebig vergr6Bern. Der auf drei Dezimalen 
genaue Wert von yp, lautet: 


Vo TSS 0,510. 
Aus Gl. (51) und (53d) ist dann die Konstante cy mit 
Cy = 2— 9 = 1,49 
bestimmt. 


Herrn cand. phil. H. Stippel, welcher uns bei der Durchfihrung 
von Kontrollrechnungen unterstiitzt hat, haben wir besonders zu 
danken. 


Zur quantitativen Theorie der radioaktiven a-Emission. 
Von 


Johann Herrmann und Theodor Sexl. 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien. 


Mit 3 Abbildungen. 
(ingelangt am 24. Juni 1952.) 


Die quautitative Theorie der radioaktiven a-Emission wird fur den Fall nicht- 
verschwindender Azimutalquantenzahlen (J 0) nach dem Rechenverfahren der 
komplexen Eigenwerte exakt entwickelt. Zu diesem Zweck muBten fiir die Integrale 
der Laptaceschen Differentialgleichung des Problems Integraldarstellungen aut- 
gestellt und aus ihnen nach der Sattelpunktsmethode asymptotische Darstellungen 
berechnet werden. Die Aufl6sung der komplexen Eigenwertgleichung des Problems 
fiihrt zu einer Formel fiir die Zerfallskonstante 7, welche eine explizite Abhangig- 
keit von der Azimutalquantenzahl nur in der e-Potenz, nicht aber im_ ,,Vor- 
faktor'’ enthalt. 


A. Ansatz des Problems. 

Man kann den a-Zerfall naherungsweise als Einkérperproblem_be- 
handeln [1, S. 75]. Dann hat man von der zeitabhingigen SCHRODINGER- 
Gleichung 

2 
pe eV ee 
Z ae VA oe, 0 (1) 
auszugehen. 

Hier ist V das wechselseitige Potential zwischen dem austretenden 

a-Teilchen und dem Restkern. Es soll folgende Gestalt haben 
U = const ir <= 75 
I (Zan ZV ohare (2) 


i TRY) ere 
wobei 7 der Abstand der Teilchen, 7) die Reichweite der Kernkrafte ist. 
Die Ladung des emittierten Teilchens ist Z’ e und die des Restkerns 
(Z—Z')e. Die reduzierte Masse des Systems werde mu genannt. 

Da also das Potential von der Zeit nicht abhangen soll, fiihrt der 
Ansatz 
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zur zeitunabhangigen SCHRODINGER-Gleichung 
2u 
he 

In bekannter Weise [1, S. 82] hat man nun die Eigenwerte der 
Energie komplex anzusetzen 


Ay+ 


(E—V) p= 0: (3) 


h 
E=E,—i5A; (4) 
denn dann wird 
E _Er 2 
Ga, Bec rts Saar 
ep == Ve é ) 


und die Wahrscheinlichkeitsdichte der emittierten Teilchen ||? nimmt 
wie e~*' ab. Dieser Ansatz fiihrt also auf das aus den experimentellen 
Ergebnissen bekannte radioaktive Zerfallsgesetz. A ist die zu _be- 
stimmende Zerfallskonstante. 

Im folgenden wird davon Gebrauch gemacht, daB der Imaginarteil 
der Energie sehr viel kleiner als der Realteil ist. Denn fiir die Zerfalls- 
energie gilt E,—10-*erg, fiir die Zerfallskonstante A — 10°sec—! 
bis 10-18 sec—! und daher gilt 


ShA=Ei KE, 


Da das Potential kugelsymmetrisch ist, fiihrt man raumliche Polar- 
koordinaten ein; der Separationsansatz 


1 m 
yp (7,9,9) = ma (r) Yi’ (8, @), 


wo Y;'(9,g) die LapLaceschen Kugelflachenfunktionen sind, fiihrt 
zur Differentialgleichung fiir 7 (7) 


Hale) | 2e(p_y_MIUAD) 1) 29 5) 


dr? 2 meet 


Im Innenraum 7 <7, gilt V = U=const. Die Lésungen von 


Gl. (5) sind dann [1, S. 76] 


nin \/55 =O FF E—O)rIvnlh \2u.6—0) ‘|, (6) 


wenn Jj,y die BrEssELtschen Funktionen mit halbganzen Indizes 
¢+ 1/2 sind. 


(Z—Z')Z' 2 


Ie 


Fiihrt man die 


Im AuBenraum 7 > 7 gilt V = 


iiss j 
dimensionslose Variable ¥ = > ; V2 Er ein und setzt 


x=7| ee ZZ’ e, 


Acta Physica Austriaca, Bd. V1/4. 20 
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so wird Gl. (5) transformiert in 


dy (x) a I(l+1) 7 
ax? aah x x ites (7) 
Dadurch, daB E komplex vorausgesetzt wird, ist sowohl x als auch 
\2uE 


und x =kyr komplex. Die Imaginarteile 


die Wellenzahl k = — ; 


der angefithrten GréBen sind alle sehr klein. Mit den bekannten experi- 
mentellen Werten wird |3, S. 168; 4, S. 866] 


2 h 
Yop oa ep patel. Hy | (8 a) 
2 2 
pala Maat ae \2uE, 1 _; BA uv, A (8 b) 
t= hy + Nae: - ao 
, 17/24 hd 
wx | 4i— V ! — 
== Ht OH V (ite 
WN Se ES aa es (Ze LiL eo a mag 
= es | ie E, = 50 +7 108, (8 c) 
Sb 4 Ae sed » ba ate 4 
N= pd) Gee Ls y= 10—72 1038, (8 d) 
Vv 
Ny ry Be 
BCS: aE es 


In der Differentialgleichung (7) kénnen daher Veranderliche x und 

Parameter x als reell betrachtet werden. Beide sind sehr viel groBer 

als 1. Man benotigt also asymptotische Naherungen der Integrale der 

Differentialgleichung (7) mit gleichzeitig groB werdenden x und x. 
Fiir das vorliegende Problem gilt {1, S. 77] 


0 =<, =< V ir): (9) 


Dem physikalischen Charakter der Aufgabe gemaB, hat man also eine 
Lésung im AuBenraum zu suchen, die im Unendlichen eine weglaufende 
Welle darstellt. 


Die Substitution 


x (x) Sag Vy (x) (10) 
ftihrt zu einer LapLAceschen Differentialgleichung 
d*y 21 ay x 
5 — — 4 ed re 
ax” x ax ( a! y 0, (11) 


die ein Spezialfall der allgemeinen Gestalt ist: 


(a a 0,\ dv | Ey 
geek (4+ ee (+ 2) y= 0. (12) 
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Die unabhangige Veranderliche x ist reell. Die Koeffizienten sind be- 
liebige komplexe Zahlen. Man erhalt zwei partikulire Integrale Vs, 9 (%) 
dieser Differentialgleichung in der Form 
of a 
Vine \) Ss + | EM (2 26, ) 8 (B-> Cy) a) de, (13) 
Cy2 

wenn ¢,, Cy die beiden 
Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 2? + 6) z+ e,=0 
sind, und 


! ane 

= & aim 0; 

0) SS 
€;— ly 

& + 0, ¢5 

dg = ——_—— 
Cea 


eeserzt wird: [1)..S. 26). 
Die Integrationswege C,, 
C, sollen aus dem negativ 
Unendlichen kommend ¢,, 
bzw. cy im positiven Sinn 
umschlingen und wieder Abb. 1. 
dorthin zuriickfihren. 
Im vorliegenden Fall gilt 


Get ere a aa ok 


daher erhalt man zwei partikulare Integrale von Gl. (11) in der Gestalt 


BF ute 42 Boat, it 2 = Bate) 
See Ps =) Ga 1) Po 
Cue 
wobei die Integrationswege C,, C, aus der Abb. 1 abgelesen werden 
kénnen. y, (x) stellt die auslaufende Welle dar, ist also die physikalisch 
zu verwendende Lésung (1 S. 301. 
Durch eine Umformung erhalt man 


eye “4, 1+t2 : dz 
TAR eg fe deat | exp| x - i=in i Hin (22 + nes. 


b2 


Die Substitution einer neuen Integrationsvariablen t = arctan z 
ergibt 
i ea 
Vio (*) = cn | exp [x tant —xt + 2/|ncost] dt, 


V2 


20* 
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wo L,» die Bilder der Integrationswege C,,, in der t-Ebene sind. 
Wenn z von — 0 nach 0 geht, so geht t = arctan z von — 7/2 nach 0. 
Bei der Umschlingung des Punktes 7 geht t von 0 in der oberen Halb- 
ebene nach zw. Geht nun weiter z von 0 nach — 00, so geht t von a 
nach 7/2. Analoges gilt fiir L,. Abb. 2 zeigt beide Wege. 


t-Ebene 


Abb. 2. 


B. Die Sattelpunktsmethode. 


Die Sattelpunkts- oder PaBmethode ist anwendbar bei der Berech- 

nung beliebiger Integrale von der Gestalt 
i oe dt, 
Ww 

wo die Funktion / auBer von der Integrationsvariablen t noch von 
einem oder mehreren groBen Parametern abhangt, und der Weg W im 
Komplexen von einem Gebiet lim exp F (t,x) = 0 ausgeht und zu 
einem ebensolchen Gebiet hinfiihrt. Ein besonderer Vorzug der Sattel- 
punktsmethode besteht darin, da die Rechnungen so durchgefiihrt 
werden kénnen, daB auch eine gréere Komplikation im Aufbau der 
zu approximierenden Integrale ihre Wirksamkeit nicht begrenzt. 

Innerhalb des Regularitaétsbereichs von F (t) kann W beliebig ver- 
schoben werden. Der Weg W wird nun iiber die Sattelpunkte von F (t) 
gefiihtt. Diese sind durch I” (t,) = 0 bestimmt. Die Richtung des 
Weges im Sattelpunkt 1, bestimmt man so, daB R {F (z)} dort seinen 
groBten Wert annimmt. Die Kurven des steilsten Anstiegs haben die 
Gleichung J {F (t)} = J {F (t.)}. Das Integral wird nun nicht mehr 
iiber den ganzen Weg erstreckt, sondern nur iiber eine kleine Um- 
gebung des Sattelpunktes. 

Es soll nun das Integral 


| exp [x tant —xt + 2/Incost] dt 
Da 
betrachtet werden. Da die Veranderliche v und der Parameter x gleich- 


zeitig groB sein sollen, kann man x = ax setzen, mit reellem a > 0 
(8:2, 9). 
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F (t, 2) 


Man hat also das Integral | é dt mit 
TE 


20 
PAG 2) =e (( tant —t + —Incos (| (16) 


4 


auszuwerten. Die oben verlangte Bedingung ist erfiillt, denn es gilt 
lim F (t,#) =— oo fir r=—az/2+0 und tr=2/2+4+0, wobei, 
wie angedeutet, am Anfangs- und Endpunkt des Integrationsweges der 
rechtseitige Grenzwert zu nehmen ist. 


C. Bestimmung der Sattelpunkte. 


Es sollen zunachst die zu verwendende Funktion und ihre Ab- 
leitungen angegeben werden: 


: py) 
2° (cham (: tant —t + —Incos | ; (17 a) 
x 
= 21 
F'(t) = ( as SSS tan: ; ; (17 b) 
cos" t x 
x Z if Kn ‘ 
aa eo (2. tan = ae D (t), (17 c) 
cos? 7 x cos? tT 
x 2b. 
j chele Gabo co (: + 2asin?t — — sint cos 7 ; ized) 
cos? t x 


Zur Bestimmung der Sattelpunkte erhalt man aus Gl. (17 b) eine 
quadratische Gleichung in tant 


DI 
atan?7— — tant +a—1=0. (18) 
m 


Aus dieser ergibt sich 


l joa pve 
Te = arcLal ( ol as alle @ : (19) 
ax a ax 


Jetzt sollen die Sattelpunkte nach der kleinen GroBe 1/x entwickelt 
werden. Die Werte, die 7; fiir 1/x = 0 annimmt, seien mit T, bezeichnet. 
Aus Gl. (19) ergibt sich 


COSATy =a. (20) 
Hieraus ist ersichtlich, daB fiir a < 1 zwei reclle t)-Werte vorhanden 
sind, fiir die mit cos?a =a 
Cove tame Co und foe & (21) 
gilt. AuBerdem kénnen wegen Gl. (19) auch alle Vielfachen von ze hin- 
zugefiigt werden. Finer dieser Werte, namlich 
tig lon ee Se, (22) 
soll noch herausgegriffen werden. 
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Der Fall a = 1 wird spater gesondert betrachtet. 
Fir a> 1 folgt aus Gl. (20), daB zwei imaginire t)-Werte vor- 
handen sind, fiir die mit Coj?a = a 


Ti = ta und Fig — 2 O (23) 
gilt. 
Wenn man zur Abkiirzung das Argument von Gl. (19) mit y be- 
zeichnet, so gilt 


Tish a Avot (L/a)? 1 
ay iy qi Gat =e WAbe 
io | a Naz 
daraus 
ag 2 Py (l/a)? 
CMe Bile Si aft mcs 
4 a Eh 


ent) ee ee ETE cig | Ra ee 
YO) ea enone 9 aie eee 


1 
x 

i d@y P 

—]l _,=—2tant,cos*t,; |= 1. =——— . 

("" ete i e (Ibd2]z=° costa, tan se 


Aus diesen Formeln folgt 


dt erent mcct . Se ]2 se 
lap = “acre = in 7g Gos a 


Jetzt kann man die TAyLor-Reihe fiir t, aufstellen, wobei diese Aus- 
driicke eingesetzt zu denken sind: 
1 1 1 
Ts =) + macy + a2 tT +0 (*) 4 (25) 
Die Sattelpunkte fiir / 4 0 haben also folgende Lage: Fir a < 1, 
das heiBt fiir reelles ty, bleiben die Sattelpunkte Tt; reell, sie sind jedoch 
in positiver Richtung etwas verschoben. Fiir a > 1 ergibt das erste 
und dritte Glied einen imaginiren Beitrag. Das zweite Glied ist reell, 
ergibt also auch eine Verschiebung nach rechts. Fiir groBe Werte von x 
nahern sich die Sattelpunkte jenen, die sich im Fall / = 0 ergeben. 
Mittels der Ableitungen Gl. (24) kénnen auch andere Reihenent- 
wicklungen leicht angegeben werden: 


ty et ( te 0) 2758 
See! 2 
COS* xp COS" ty 


1 
tant; = tant, + - tan “| » (26) 


i OOS Te - stein 


Me Pye aes 
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daraus mit Gl. (20) 


‘ joe 
——a ~ ~ | ar pAD) y 
a tan Ts = SIN Ty COS Ty +- aug. ine (toot 2.45 taney) (27) 
und weiter 
1 S eS: 
n Cos Ts = In cos tT) —- 5, TO tan T,. (28) 


Aus Gl. (17) und (27) ergibt sich 


; 1 
D (t;) = 2:sin ty cos t, + O (1) (29) 
x 
_Ferner ist 
ie oy, SIN Tp) COS T 
POY Se Ch ea ee to 
(7s) Cos” Ts (7s) * cos? a CY 


Aus Gl. (17), (27) und (28) ergibt sich ferner der spiter bendétigte 
Ausdruck 


F (ts) + Incost; = # (atant;—t;) + (22+ 1)Incost;= (31) 


L(+ 1) 


= # (si Ty COS Ty — Tp tan “| -+ In cos?/+17,. 


D. Bestimmung der asymptotischen Naiherungen. 
Man muB jetzt die drei Fille a =1 unterscheiden. 


1. a< 1. Der Integrationsweg L, kann so deformiert werden, 
daB er tiber die drei Sattelpunkte 1, t:, t; geht, die sich aus Gl. (21) 
und (22) ergeben. Die Sattelpunktskurven bestehen aus der reellen 
Achse v=0 und aus den 
Zweigen durch je einen 
Sattelpunkt. Fir L, 
soll folgender Weg ge- 
nommen werden: Auf 
der Geraden v=0O von 
—z/2 iiber den Sattel- 
punkt tr, bis zum Sattel- 
punkt t,, von dort in 
einem Bogen nach z, 
wo der Integrand gleich Abb. 3. 

e—*, also wieder reell 
wird, dann von z iiber den Sattelpunkt t, nach 7/2. Die Beitrige zum 


F(t 
Integral i e ie dt von den Sattelpunkten t, und 7, sind reell, der 


Ll, 
Beitrag des Sattelpunktes 1, ist imaginar, 
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Die Integration in der Nahe des Sattelpunktes t, erfolgt auf dem 
geradlinigen Stiick t,—e bis t, + € mit ¢ = %—“s. Nach Einfiihrung 
einer neuen Integrationsvariablen « durch 


— 4? = ene (t,); dus \/ A dt, 


wobei F”’ (t,) < 0, wird das Integral 


gees 
Ses : if 
e. du(i+ O(« |) 
{es “Fal 4 
— PERG) eae . 
Fp Me) 
ies du. 
i; sh aa) 


Mit dem Vorfaktor von Gl. 


THE 


a orate man 


(— é 


a2 F” (z,) 
eat 


als Beitrag des ersten Sattelpunktes. 
Der Beitrag des Sattelpunktes t3=1,-+ 2 ist wegen F (t,) = 
= -— HL F (r,), £" (ee) =F" (7,), um den Paktor 2**2-7@ 
kleiner als der des ersten Sattelpunktes, kann also weggelassen werden. 
Der Beitrag des Sattelpunktes t, wird folgendermaBen bestimmt. 
Man ersetzt den von tT, wegfiithrenden Integrationsweg durch das 


F (t,) 


geradlinige Stiick von t, bis t, + ¢e'2. Es ergibt sich wie friiher 


. w . 2 
| oe 1—- 


T+ €€ T+ €€ 


> 7. it 
F(t) F(t.) = (t—7,)* BY” (43) 
i e dt=e | e2 dt. 


Tv Ty 


Bei Einfiihrung einer neuen reellen Integrationsvariablen u mit 


F" aa ie 
72 (t—%,) =e 74, da £”" (t.) > 0, 


wird das Integral gleich 


: j= 
F(t) i _ 2 


Lae i | e-“du. 
Fr" (ta) « 


0 
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Als Beitrag des Sattelpunktes 1, ergibt sich also 


L 


(— 1) e 


2 Vea of EC ea 
[es 


Die Addition der beiden Beitrage ergibt den vollstandigen Ausdruck 
fir die asymptotische Naherung der Integrale der vorgegebenen 
Ditferentialgleichung in der Form 


F (t,) 


po| x 


F (t,) F (t,) 
(— 1) é Np me 
ix SaaS eae 


2 


Z 


Yo (x) = ¥, (*). 
Um die Formel (32) ausfiihrlich aufzuschreiben, bildet man mit 
Gl. (30) und (31) den Ausdruck 


F (,) ; : L(+ 1) 
>. €Xp x | SINT, COS Tg —Ty 2 tan To) 2141 
— COS age zi 
ees x tex SIN Tg COS To : 
Z 
(33). 
und es ergibt sich,/da — 1), =.= a, 
is 2141 
oi eee ee -Jexpx|a—sina cosa + 
i/xx |/sinacosa 
; Li+1 
+ EEN tana | +5 exp “| « sin a cos a + a anal. 


(34) 


Es soll noch der Grenzfall kleiner a betrachtet werden. Dacosa =a, 
wird. sin @ = 1, a = arccos \a = 7/2 — \/a und es ergibt sich 


Vy (*) = 
a) ek Sey emcees ee fee 
24 2 2 Va é 2 2 Va 
4 1) ey) t 
= |«4 e Tie 
qe 

oder ; Ay 
x m — , ?(t+1) 7% se UU) 
iS 14 | xp—2Vext im —n = + 2Vax = 
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2. a= 1. Wenn die Diskriminante der Gl. (18) verschwindet, fallen 
die beiden Wurzeln zusammen. Dies tritt bei dem Wert 


| ony ae 
2 2 4 4 
L 


: ’ : l 1 1 
ein. Fiir dieses a wird tan tT; = ae and Ue == COUN) = eS 0 : 
x x 


a an 8 
Wie man aus Gl. (17 c) ersieht, ergibt sich in diesem Fall das Ver- 
schwinden der zweiten Ableitung F”’ (t;) = 0. 
Allgemein geht man nun so vor: Man approximiert das Integral 


F ) F RY \ a 
i edt durch ¢ () fi neces: dt, wobei der Integrationsweg 


_ noch geeignet zu wahlen sein wird. Dann fiihrt man eine neue Inte- 
grationsvariable u ein durch 


3 ‘: Weare Uu 
7 ia 3 das heiBt Te SiN/ |e ee eS 
3! ) A/F" (x5)/3! 


Um ein reelles « zu erhalten, nimmt man im vorliegenden Fall, da 
F’’’ (t.) reell ist, die Richtungen der dritten Wurzel aus —1. Man 
ersetzt also den Integrationsweg durch die Wegstiicke von —e bis 0 


Fu (Ts) 


d 


und von 0 bisee 3%. Mit Verwendung des Integrals 


erhalt man 


Wenn man den Sattelpunkt in Gl. (17) einsetzt, ergibt sich 


F (ts) = # (a tant; —t; + 2/ In cost.) = xO (.) 
# 


und 


Str wae es l . : 
PENT We 2 COS *e, (: + 2 asin* t;— S SIN Ts COS “| == 20 f +3 “| 
x x 


? 
ry 


also folgt 
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35. @>1. In diesem Fall sind die Sattelpunkte komplex. Wie 
frither kann man die Lésung der Differentialgleichung durch ein 
Integral von der folgenden Gestalt annahern 


F (zt care ree eS le 
e 4) oF OS) ae (1 4.0 (eh), 
wobei der Integrationsweg ein Geradenstiick von der Lange 2 ¢ ist. 
Man legt den Integrationsweg so, daB sich aus 
see 
2 
ein reelles « ergibt. Man erhalt dann 


ROG.) sated 


oder ausfiihrlich mit Gl. (23), (30) und (31) 


coy F capa, bre (omreaen attend 
ilax \/Tana 

Hier wird das Resultat bei Beriticksichtigung eines einzigen Sattel- 
punktes komplex, so daB die Beitrage der anderen Sattelpunkte nicht 


beriicksichtigt zu werden brauchen. 
Es soll noch der Ubergang a — oo durchgefiihrt werden. Da x/x 


= SrCtaa fg ae © x x De 
sehr klein ist, gilt Cofa= \/z Sina = |1/ ——1= |/-(|1— ——}- 
x 7 ” 24 8% 
yas 


Tana= 1, sowie one ally woraus @ wie Ay folgt. Einge- 
2 4 2 x" 


se Ned 


setzt ergibt dies 


ae eel deed ae tot, 
aay io : : 
ae x 


1 al 4— 
Vy a= (| C= 
i xx x 


E. Berechnung der Ableitung y,’(%). 
Aus der Formel 


See 
(a) = Ne ex [x tant—xt + 21 lncost] dr 
1% 
I, 
ergibt sich durch Differentiation 
, — 1) 2 \ A Int d 
yy’ (x) = _ | exp [* tano—xo + 2/Incoso + In tano|] do, 


1m 
Ly 
da L, von x unabhangig ist. 
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Setzt man wieder x = ax und zur Abkitirzung 
®@ (oc) = F (o) + Intana, 
so erhalt man das Integral 


exp @ (a) do, 
L, 
das wiederum mittels der Sattelpunktsmethode ausgewertet werden 
kann, da der Integrand am Anfang und Ende von L, verschwindet, 
dem es ist tan'o ¢" = 0 fur) tang co; 
Wie friiher bildet man 


@ (co) =x (atano—o) + 2/|Incoso + Intang, (35 a) 
[= 
D’ (oc) =x (. tan? peel Se tango -+ ~ tant ot+a— i) (35 b) 
nw t 
oa : 
@O" (og): ="#C0s-*6 2 a re + ce (1 —cot*o)} == % COS" Kale 


(35 c} 
Die Sattelpunkte o; ergeben sich aus der Gl. (35 b), die umgeformt 
lautet 


1 
a tan’ g—~ (21—1) tan®o + (a—1) tano +— = 0. (36) 
zx 


Dies ist eine kubische Gleichung fiir tano;. Zwei Loésungen go; liegen 
nahe den Punkten -+- a und die dritte nahe dem Punkt 0, wobei wie 
friiher cos?a =a gilt. Es soll nur der Fall a < 1 betrachtet werden. 
Der Sattelpunkt in der Nahe von 0 ergibt keinen Beitrag, da wegen 


In tan 0 == — oo der Integrand verschwindet. 
Die Sattelpunkte sollen nach 1/x um die Punkte 
en ee _Jai= —a 
ole= 8} 00m [oe ae 
entwickelt werden. Aus Gl. (36) folgt 
(4 2/sin2?o6—1 
oO —} — a es 
x 4 - 2 
Satan om (2 al) tano +a—1 
und daher 
1 
Men 1 a Ee ; 
%0 2 sin® og (38) 


Ebenso kann o,”’ bestimmt werden. Es gelten dann folgende Reihen- 
entwicklungen 


Ee aay 
Os = 09 + —9%% +333 % (39) 
N 1 / 1 Cr 7e 
a tan os = SiN dy COS dg + 7 00 +. ee (09 +209 *tanoy), (40) 


Zur quantitativen Theorie der radioaktiven a-Emission. 301 


In cos os = In cos 69 — us Op tan dp, (41) 
% 
In tana, = In tana, + —-—“° (42) 
% SIN dp COS Oy 
COL Gy = cot?.o, soe ae 
z sin” dg 
Ferner berechnet sich der Ausdruck in Gl. (35) 
2 
A (os) = 2 sin oy Cos dy — — cot? o5. 
44 
daher 
eo = 1 cose, 
Alo i= (2sin a, cosa)? 11 So) 43 
[A (a5)] 2 = (2sin a4 cos 0 ene (43) 
: —s cos o 
=D Sin GpCOS'0,\h-> CX —! 
( : 0) Pox sin 09 
Weiter folgt itir 
F (os) + Incoso; = x (atano,;—o;) + (2/+1)Incoso,; = (44) 
= % SiN Gy COS Oy —O gies a a La sella 
3am wee oy es “2 earn 2 sin*ia4) sin*a,| 


+ In cos?/+1 5. 

Ganz analog wie fiir die Entwicklung von y, (x) erhalt man mit Hilfe 
der Sattelpunktsmethode als asymptotische Naherung 
(— 1)**/2 e® (o;) 1 ef (42) 


Weer? ees 
2 2 


Wenn man die oben abgeleiteten Reihenentwicklungen einsetzt, 
erhalt man 


(45) 


ef (s,) 1 coset +t ; 

= °___ tang, exp | x dsin og cos Oy — oy — 

©” (a,.) Vx V—sin oy cosoy 

—— 
L(¢ + 1) 1 tan do 1 

2 Aa: al Bap ; 46 
ae co} "2 sin20,\ | 4sin?o, 148) 

Da nun G91 = 92 = 4, folgt 


(—1)*44. cos 2/14 


yy (x) ~ (— tana). (47) 


iVax | sina cosa 


E(ii+ 1 1 tan i 
: fexpx|« —sinacosa + so! tan a 2 ( zs ) 


x? sin? a Asin? a 


ROSE 1 tana Len 
— exp x [asin noosa + HEM tana 5 S48 (14 | 


4sin?a@ 
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Mit den Abkiirzungen 


“2 (l-+ 1) 
H (a) = % | a— sin a cos a —--——5-— tana], 
tana 1 
= [b= : 
oe) sin? a | 4 sin? 4 . 


wird die Formel (47) 


2 J+. 


x 
i — 214-1 et ‘ 1 
( 1) OS cos a Dey 1. (a) + - K(a) je! Cras 


1 \/x x |/sinacosa 


Vy! (x) ~ 


ebenso kann Gl. (34) ausgedriickt werden 


x 


1 cy 2141 j 
yy (x) = (— ) COs a J 10) =: 4 al (49) 
iz |sinacosa | 2 i 
1 
se rg 
Daraus folgt mit der Entwicklung e * =1+ *K 


UE Pe eel ~ K (a), (50) 


Wenn man beriicksichtigt, daB H (a) —— 30, kann man schreiben 


T— e ao 
2 a7 
- —1—te?F, (51) 
ee 
ares 
Daher wird yy 1 
Ria ees —— tana t (ee a) bs (52) 
vy 
e) (2 == tang esol (53) 
vt 


In F (y,'/y,) kann man den /-freien Teil von AK weglassen, da er nur 
eine Korrektur von 1 bis 2 Prozent ausmiacht (4, S. 866). Es ist also — 


Bi l l 
Ri22\ =. sae 2 = Stal ter on 
V1 x cos” a x 


F. Die Kigenwertgleichung und ihre Aufliésung. 
Die Eigenwertgleichung entspringt der Stetigkeitsforderung fiir die 
Lésungen der Gl. (5) an der Stelle 7). Sie lautet [1, S. 78]: 
TEI EA Way 5A) 
Zi (x) 


(55} 


eet dt ny (x) 


T= T1y 


— PU eS Oe eee ew SS ae Se 
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Fiihrt man durch »n2 = 1—U E-—! den Brechungsindex 2 ein, 
so wird 
lS ee 
= \2 B(E—U)r=nkr=nx. (56) 
Die Innenraumlésung Gl. (6) erhalt die Gestalt 


v2 (Sh = \3 w xX Jrsy, (0 x). (57) 


Da fiir die BEsseL-Funktionen = eae ea fea (x) gilts wird 
die Ableitung gleich 


= |/En \n x * Ji-_y, (nx) —\5 ee toate (2) 


Fur die linke Seite der Gl. (55) ergibt sich also 


u(x) Jin (m : l 
= fh . 
41 (x) fri (RX) x 
Die rechte Seite der Gl. (55) enthalt die AuBenraumlésung Gl. (10) 
(x) = x! y, (a). “Es wird also 
Fide) Vole be 
ml) wl) # 
Unter Beachtung der Beziehung (54) fiihrt das Gleichsetzen der 
Ausdriicke (58) und (59) zur Eigenwertgleichung 


|) S746 tee), ra) ! 
hei 5 a el Da 
Six (h12" (E — U) ale V MEN 


i 21 1) 
a PX OG euL Age me as tan a 


(58) 


(59) 


(60) 


= — tan dp 


i ; DI 1) 
1 oD 20g—Sin 2 dy + — tan a 


wobei a) der Wert von a an der Stelle 7 = 74 ist. 
Die Gleichung fiir Z, erhalt man, da EF; < F,, indem einfach alles 
reell genommen wird: 


1 a 
wie se /2u(E,— 0) ‘ ee 
1 — ——__ = — tang. (61) 


Der ene m kann in Real- und Imaginarteil zerlegt 
werden 
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n= 1-3 (62) 


aa ae) ie E;U Paes A 1—7n,? | ieee 
sali BN Be? ea ak , 


Der Quotient der beiden BrssEL-Funktionen in Gl. (60) soll mit 
J =Jv+i2Ji bezeichnet werden; dann ergibt sich die Gl. (61) in der 
Gestalt 


l tan do. 


Ir= 


Das Argument der BessEer-Funktionen kann geschrieben werden: 


ii (Vineet eee : BE; 
5 2H(E—U) y= \2n(E U) f { ee 


(63) 


Ny ker Te Ny 


= Ny hyp Vy — 1 
Mit Hilfe der Beziehungen 
2 Jo’ (x) = Jv—a (%) — Jo41 (2), 
2” 
= tt) = Se oe) 
zerlegt man die BressELt-Funktionen in Real- und Imaginarteil. Ent- 


wickelt man sie in eine Reihe nach dem kleinen imaginaren Glied des 
Arguments: 


(64) 


Jo(attp)=f,(a) +18 J,’ (= 
= Joo) +15 (Jnale) Jos (@)) = Jo(a) +6 8Jrae) —* Je (a), 


so wird Wy Ji-y (a+ 1B) 
dhe ee as mena AT 


Ji, (a) +2 B f 1s), (a) — t a = Ji—ry (a) 


Jizy (a) +28 [Je (a)—= (! te | Ji4.% io} 


OL 


—~ 7-2 . pj2i—1 
= Jiry, (@)| Ji—» (a) Jit (a) +2 B aaa ¥, (a) Ji—y (a) — Jiry, (a) — 


l il 
a | Ji+% (0) Ji, (a) Ji-y (a) + (2 a | Ji-y, (a) Jig | = 


ei Ji—v, (a) ct) | Ji-y, (a) 21 fis, ZI es 
=<06 | 1-3 - = 
~ Suey (a) Jizy (a) a Jury (a)- 


— od 1 2h 2 +3 a 
Jy i raalk i Je 3 i, (65) 
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auf Grund von Gl. (64). Der Imaginirteil ist von der Gré8enord- 
nung 10—}8, 

Aus Gl. (62) und (65) ergibt sich ferner der Imaginiirteil der linken 
Seite von Gl. (60), wobei der Imaginirteil von E~-% wegen seiner 
Kleinheit nicht beriicksichtigt zu werden braucht, zu 


AY 2/ A 
ae ey ee . == Ih 
2v ( co Ny Ry el 2 n;k, : eal 
Da nach Gl. (63) 

fre. af a (= lo l lee Oy l tan* dy 


ay A (bs 
Ny Ree %q N» Brilente, ny, He ety Ny” 


erhalt er endgiiltig die Gestalt 


tan dy 


2u-n,2 


(1 — 9) ; 


clad i, ny? + tan? ay + 
wobei der letzte Term in diesem Ausdruck von der Beriicksichtigung 
der Komplexizitat des Faktors (1—-U E—1)% herriihrt. Die /-Ab- 
hangigkeit hebt sich also bei der hier beniitzten Naherung vollstandig 
weg. Setzt man den zuletzt gewonnenen Ausdruck (53) gleich, so er- 
gibt sich schlieBlich 


a 


Q1(l4 
Qu n2tan ay —x [2 a, — sin2a,+ a tan «| 
A= a s 


to tan a 


n? + tan? a) + (1 — n?) 
"0 
wobei an » und k der Index wieder weggelassen wurde. 
Es tritt also im ,,Vorfaktor“ auch bei genauerer Verwendung der 
BEssEL-Funktionen keine explizite /-Abhangigkeit in der Formel fiir 


die Zerfallskonstante auf. 
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Zur Optik in der verallgemeinerten Feldtheorie. 


Von 
Otto Bergmann, Wien. 


Mit 1 Abbildung. 


(Eingelangt am 29. August 1952.) 


Es wird die Ausbreitung von schwachen Lichtwellen in einem lokalen galilei- 
schen Koordinatensystem im Rahmen der verallgemeinerten Feldtheorie unter- 
sucht. Ein beliebig starkes aber homogenes elektrisch-magnetisches Grundfeld 
verursacht eine Anisotropie des Raumes. Die Strahlgeschwindigkeit und die 
Strahlenflache, ein dreiachsiges Ellipsoid, werden berechnet. Da die Geschwindig- 
keit der Lichtwellen im allgemeinen kleiner als c ist, k6nnen die Wellen, ahnlich 
wie in einem bewegten Medium der klassischen Elektrodynamik auf Ruhe trans- 
formiert werden. In noch extremeren Bezugssystemen, die durch den PoyNntTING- 
Vektor des Grundfeldes charakterisiert werden k6nnen, schreiten diese Licht- 
wellen in die Gegenrichtung fort. Dies ist der von SCHRODINGER und HITTMAIR 
friiher behandelte abnormale Fall. Die Vektoren der elektrischen Verschiebung 
der magnetischen Induktion und der Wellenvektor bilden dann nicht wie im 
normalen Fall ein rechtshandiges Koordinatensystem, sondern ein linkshandiges. 
Dasselbe gilt fiir die elektrische und magnetische Feldstarke und den Strahl- 
vektor. Die elektrische Feldstarke und die Verschiebung schlieBen einen stumpfen 
Winkel ein. Ebenso die analogen magnetischen Feldvektoren. 


I. Einleitung. 


Die verallgemeinerte Feldtheorie von SCHRODINGER! liefert be- 
kanntlich die elektromagnetischen Feldgleichungen in einer nicht- 
linearen Form, die in einem galileischen Koordinatensystem in die 
Gleichungen der Elektrodynamik von Born und INFELD? iibergeht. 
Dementsprechend wird der MAxwe tischen Theorie nur beschrankte 
Giiltigkeit, namlich fiir schwache Felder zugesprochen. Die Starke des 
Feldes wird dabei in Einheiten einer ,,absoluten Feldstarke‘‘ gemessen, 
fiir die Born friiher eine Abschatzung angab, die einen extrem hohen 
Wert liefert (10! est. E.). 

Diese Abweichung der Feldgleichungen von der Linearitat hat natiir- 
lich interessante Konsequenzen. So ist zum Beispiel die Geschwindigkeit 


1 FE. ScHRODINGER, Proc. Roy. Irish Acad. 51, A 13, 1947; 51, A 16, 1948: 
52, A 1, 1948. Comm. Dublin Inst. Adv. Stud. Nr. 6, 1951. 
2 M. Born und L, Inretp, Proc. Roy. Soc. A 144, 425, 1934. 
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auch einer schwachen Lichtwelle nicht notwendig gleich der Licht- 
geschwindigkeit im Vakuum. Da namlich das Superpositionsprinzip 
in dieser Theorie nicht mehr gilt, wird eine Lichtwelle nur dann die 
klassischen Eigenschaften aufweisen, wenn sie sich im feldfreien Raume 
ausbreitet. 

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit von HiTTMAIR und ScuHr6- 
DINGER® wurde dieser Effekt untersucht. Es wurde gezeigt, daB die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der schwachen Lichtwelle richtungs- 
abhangig ist, und zwar stets kleiner oder gleich eins (=: c). Das Grund- 
feld, das diesen Effekt verursacht, wurde dabei als homogen oder zu- 
mindest nur wenig in Raum und Zeit veranderlich angenommen. In 
extremen, aber durch LorENTz-Transformation stets erreichbaren Fallen 
pflanzen sich die von einem Punkt ausgehenden Strahlen nur inner- 
halb eines Kegels fort, dessen Achse der PoyntinGvektor des Grund- 
feldes ist. In jeder dieser erlaubten Richtungen kénnen dann aber zwei 
Strahlen fortschreiten, die verschiedene Geschwindigkeit haben. Es 
war zu vermuten, daB eine Untersuchung der Polarisationszustande der 
Lichtwellen weitere Unterscheidungsmerkmale liefern wiirde. Wir 
wollen dies in der vorliegenden Arbeit tun. 

Im zweiten Abschnitt werden wir die Feldgleichungen aufschreiben, 
der die Feldstarken der schwachen Lichtwelle in einem homogenen 
Grundfeld geniigen miissen. Im dritten Abschnitt werden wir die 
Strahl- und Wellengeschwindigkeit diskutieren und im vierten wird 
eine Diskussion der Resultate erfolgen. 


II. Die Feldstarken der schwachen Lichtwelle. 
Zur Beschreibung des Gesamtfeldes werden in dieser Theorie zwei 

Tensoren F** und @;, verwendet, die den Gleichungen 

Ree 0 (1) 
und 

Dix, = 0 (2) 
gentigen. Diese beiden Tensoren stehen in einem nicht-linearen Zu- 
sammenhang 


aV/L 
fe = 2 —— 3 
Dx, (3) 
mit 
1 1 ik] : 
ie | + eal Di; i= ae fe Dix Din (4) 
Die Diagonalglieder des metrischen Tensors sind gleich (— 1, — 1,— 1, 


+ 1) gesetzt. Da wir in folgendem nur die Invarianz der Gleichungen 
bei LorEeNtTz-Transformationen mit der Funktionaldeterminante -++ 1 
beniitzen werden, brauchen wir zwischen Tensordichten und Tensoren 
nicht zu unterscheiden. 


3 ©. Hitrmarr und E. ScHRODINGER, Comm. Dublin Inst. Adv. Stud., 
Nr. 8, 1951. 
PA hed 
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Das Grundfeld, das zwar homogen aber beliebig stark gedacht ist, 
muB eine exakte Loésung der Feldgleichungen sein. Nennen wir diese 
Feldstarken etwa F** und ®, und die das iiberlagerte schwache Feld 
(Lichtwelle) beschreibenden Feldstarken f® und giz, so kénnen wir 
fiir das Gesamtfeld 


Jake iN iE as Di, = Diz + Qi (5) 
schreiben. Ans Gl. (1) und (2) folgen jedenfalls 
ee (6) 
und 
Prik,t) = 0, (7) 


da natiirlich die Feldstarken des homogenen Grundfeldes trivialerweise 
den Maxwettschen Gleichungen geniigen. Die Gl. (3) gibt die Tensor- 
komponenten /* als explizite Funktion der giz und der Feldstarken des 
Grundfeldes. Wir werden diese Gleichung in eine Potenzreihe ent- 
wickeln und alle h6heren Potenzen von giz vernachlassigen. Aus Gl. (3) 
folgt dann ein linearer Zusammenhang zwischen /* und giz mit 
Koeffizienten, die nur von den Feldstarken des Grundfeldes abhangen: 


az VL 
Vix ee oj a, / 
Nee ie 4 ee 8) 


Wir mochten darauf hinweisen, daB wir nicht voraussetzen, daB die 
Lichtwelle schwach gegeniiber dem Grundfeld ist, sondern lediglich, 
daB ix in absoluten Einheiten gemessen sehr viel kleiner als eins ist. 
Der Fall verschwindenden Grundfeldes ist also in den folgenden Uber- 
legungen enthalten. 

Bevor wir die letzte Gleichung auswerten, wollen wir einige neue 
Bezeichnungen einfithren. Der zu qx duale Tensor sei mit p** bezeichnet 


are. 
ik = mi aes Pim (9) 


und analog der zu @;, duale Tensor @i*, Ferner fiihren wir die mit den 
Feldstarken des Grundfeldes gebildeten Invarianten 


pisgin pets 
ie = ee Diy,, Ts = 8 gum Dix Diy. 
Paitt hy 


ein. Und schlieBlich wollen wir die Funktion ZL als Funktion der Pj, 
allein mit W? bezeichnen. Es folgt dann mit Gl. (4) und (10) 
W?= (14 J,)?—J?. (11) 
Die Berechnung von Gl. (8) ergibt mit Hilfe der oben eingefiihrten 
Abkiirzungen 


(10) 


, Ag i| 2 on AOA 
fit ite a gt a 7 77 (d# omk or! omni pik in) Pim — 
| are ao A 
pee a Ws (Dik ES Js Pi ) (pin 3 Fs pin) Pin- (12) 
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Diese komplizierte Gleichung kann mit Hilfe des Maxwe.tschen 
Spannung-Energie-Impuls-Tensors 


= OtO a Ory, (13) 
weitgehend vereinfacht werden. Man iiberzeugt sich namlich leicht, 
etwa in einem speziellen Koordinatensystem von der Richtigkeit der 
folgenden Identitaten 
pr gm ae Bit om <a Peo (6" Tkm = km Ti ) ie (e* Ti ae om deo (14) 
und 


18 (Dik pin _ pik oo”) te ds (pik om 1 pin Dit) we 


— Tl Tkm rhe Tim TK! = J? (d¥ oem — om oO). (15) 
Fiihren wir nun den = aaa kontravarianten Tensor Q durch 
= ie =i 1) o* ef pap (16) 
ein, so kann Gl. (12) mit Hilfe von Gl. (14) und (15) zu 
serio Piaccncsralelos 
th S tk _| il ()km 


vereiniacht werden. 

Die letzte Gleichung stellt die ,, Materialgleichung“ dar, die ebenso wie 
in der elementaren MAXWELLschen Theorie zusammen mit den Differen- 
tialgleichungen (6) und (7) die Lésungen eindeutig bestimmt. Die 
Materialgleichungen des Vakuums, das heiBSt des materiefreien Raums 
in der MAXweEttschen Theorie lauten 

oo a saat (18) 


Vergleichen wir Gl. (17) mit (18), so sehen wir, daB der Tensor Q”* eine 
ahnliche Rolle wie der metrische Fundamentaltensor spielt. Allerdings 
steht in Gl. (17) noch ein anderer Ausdruck, der zu y** proportional ist. 
Daf dieser Ausdruck die Analogie nicht stért, erkennt man, wenn man 
die Tensordivergenz von /"* bildet. Die Gl. (7) kann mit Hilfe der 
e-GroBe zu 

ou (19) 


umgeformt werden. Der erste Term in Gl. (17) gibt also keinen Beitrag 
zur Wellengleichung. Wir konnten ihn ebensogut weglassen, die Differen- 
tialgleichung fiir yz l6sen und dann am Ende die Funktionen / wieder 
korrigieren. Bekanntlich ist es auch in der elementaren Theorie fiir 
die Wellengleichung gleichgiiltig, ob man 

BF =a ht Sy, =e oder B= pH NE (20) 
D=cE—N §H 


schreibt. 
Wir fiithren nun ein Vektorpotential A; durch 


ou = ee OA; (21) 
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ein und erhalten ebenso wie in der klassischen Theorie 
02A, 


tk ot Do 
2 OX; OXp : A ( ) 
und die Lorentz-Bedingung 
2 OA; 
ik = 
Q ria 0. (23) 


Wir werden nun fiir unsere Losungsfunktionen ebene linearpolari- 
sierte monochromatische Wellen der Form 


A; ~ A; cos (Ri Xi) (24) 


ansetzen. Die Differentialgleichungen (22) und (23) reduzieren sich 
dann auf lineare algebraische Gleichungen 


OF kik, = 0, (25) 
Ok Ay = 0: (26) 


Um von den folgenden Gleichungen auch ihren anschaulichen Gehalt 
hervorzuheben, werden wir neben der Tensorschreibweise auch die 
dreidimensionale Vektorschreibweise verwenden. Dazu benotigen wir 
vor allem eine Zuordnung von Vektoren zu den Tensoren /* und gig. 
Es ist zu beachten, daB in der verallgemeinerten Feldtheorie der elek- 
trische Viererstrom in der rechten Seite der Gl. (2) auftritt und man 
daher /* mit (€, 8) und ym, mit (D, H) zu identifizieren hat. Man erhalt 
dann 


© = (/82, PS, 722), mB — (f41, 742, 743) (27) 
und 
D = (P32. Ps Pr)» D = Yr Pas Psa): (28) 
Einsetzen von Gl. (24) in Gl. (6) und (7) liefert dann 
/* kx = 0, [fC] + kyB=0, (29) 
g** ky = 0, [f $1— ky D =O. (30) 


Die vierte Komponente von Gl. (6) und (7) hatten wir nicht in Vektor- 
form angeschrieben, da sie fiir unsere harmonischen Wellen schon in den 
ersten drei Gleichungen enthalten ist. 

Aus Gl. (29) und (17) folgt 


OF On Pim kp = Q) (31) 
und, da die Determinante von Q** ungleich Null ist, wie man unschwer 
zeigen kann, 

Ss” Pim == (9) [ S D| —=s4 5S) =0 (52) 
mit der Abkiirzung 
st — in Ry. (33) 
Fithren wir den Tensor éjgz, durch 


| 


-+-1 (t,k,2,m) ungerade Perm. 
Eikim =) — 1 gerade Perm. (34) 
| 0 zwei Indizes gleich 


7 ae Ce ew 
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ein, so kénnen wir den zu /** dualen Tensor fi, berechnen 


e 1 
fir = > Eiklm ee. (35) 
Wir berechnen nun 
mK 1 
fog St QPF = IW Epgir QP” OF Or Q® Rs Pim: (36) 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber die Determinante des Tensors 
Q* mal der zyklischen Diver genZ VON Pm, die nach Gl. (7) verschwindet. 
Folglich muB8B die linke Seite verschwinden. Da die Determinante Q‘* 
ungleich Null ist, folgt 


fost =0, [s81+s4€=0. (37) 


Fiir das Folgende werden wir noch einige Komponenten des_ ge- 
wohnlich nach Minxowski benannten Energie-Impulstensors be- 
noétigen. Man erhalt zum Beispiel 


: z ia : 
P* Gin= — - Q* pik + Wwe QO" Pim Pik- (38) 


Der erste Term verschwindet wieder, denn fiir k = 4 ist dieser Term 
gerade die Determinante von giz die notwendig Null ist [vgl. Gl. (32)] 
und fiir k + 4 heben sich alle Glieder weg. Fiihrt man im zweiten T erm 
wieder das Vektorpotential ein und nennt 


ao" Aj Ap=C, (39) 
so ergibt sich 
P47 She CSIn= (8; 4s), (40) 
PoB i= ts"€ sine tei): 
(® $) = — stk, C sin? (R; x). 
In ganz derselben Weise ergibt sich 
f*qia = s* hy C sin? (hi 41), my 


[H €] = sk, C sin? (2; xj) 
und 
{* gin = 0, (42) 
(€ D) —- (HB) = 0. 
Nach Gl. (39) kénnen wir die Konstante C den Absolutbetrag des Vektor- 
potentials nennen. Fiir verschwindendes Grundfeld geht Or Sarin" 
iiber und man erhalt die iibliche Definition des Absolutbetrages eines 


Vierer-Vektors. Fiir diesen Grenzfall 1aBt sich leicht beweisen, daB 
die Konstante C negativ sein mu8. Eine Transformation : 


Al, Se Aly Se INE 1233 (43) 
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mit willkiirlichem konstanten N laBt sowohl die Feldstarken als auch die 
Konstante C invariant. Wir kénnen also stets* 
| A,=0 (44) 
tncentnen? Fiir gentigend schwaches Grundfeld steht also dann auf der 
linken Seite von Gl. (39) eine negativ definite Form und daraus folgt, 
daB C negativ ist. 

Fiir beliebiges starkes Grundfeld kann man das auf folgende Weise 
zeigen. Wir betrachten die quadratische Form 

QM x xe = 9, (45) 

die fiir g = 0 und x; = k; dasselbe wie Gl. (25) und fir g = C und 
x; = A; dasselbe wie Gl. (39) aussagt. Nun fiihren wir ein spezielles 
Koordinatensvstem ein, indem wir unsere x-Achse senkrecht zur 
elektrischen und magnetischen Feldstarke des Grundfeldes legen und 
die y- und z-Achse so wahlen, daB T?3 = 0 ist, was man immer er- 
reichen kann. Der Tensor 0 nimmt dann die Form an 


ie eee yan 0 joy 
=| 0 —=(14+ 97,4+-/) 0 0 
Q a 0 0 =e fy 0 
/w?— 7? 0 0 + (1+J,+w) 


(46) 
worin J,, J, und J die in Gl. (10) eingefitihrten Grdo8en darstellen und 
w die ,,Energiedichte“ des Grundfeldes ist 


| w=—(D2+ $2). (47) 


Mit Hilfe dieser Darstellung von Q” lautet nun die quadratische 
Form (45) 
[(e"g44— (Q14)2) x,24+044 (922 x52 4033 x, (x,Q44 + Ol x)? = 0". 
(48) 
Aus Gl. (46) folgt unmittelbar 
(Q14)2 Ql oe = W2 (49) 
und dieser Ausdruck muB natiirlich immer positiv sein, wie wir schon in 
Gl. (11) stillschweigend voraussetzten. Daraus folgt iibrigens eine ge- 
wisse Beziehung, die die Feldstirken des Grundfeldes zu erfiillen haben 
und die in |. c. angegeben wurde. Aus dieser Beziehung folgt auch, daB 
QO Oi me 0, es o- Ee 0 (50) 
sein mu. In der Gl. (48) fiir x; = A; und g = C kénnen wir mit Hilfe 
der Transformation (43) mit 
Ni(RgO*8 20h, pad, OM 4501" ae (51) 


4 


Dabei miissen wir allerdings ky 4 0 annehmen: In jenem Bezugssystem, 
in dem die ,,Lichtwellen'' als statische Felder erscheinen, kann das skalare Potential 
nicht nach (43) wegtransformiert werden. Selbstverstandlich ist auch fiir diese 
Felder C > 0. 


—— 
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den zweiten Klammerausdruck Null setzen, vorausgesetzt, daB 


hy Qh + Q™ hy (52) 
ungleich Null ist. Dies ist aber tatsdchlich erfiillt, wie man sieht, wenn 
man die Gl. (48) fiir x; = k; und g = 0 anschreibt. Aus Gl. (49) und (50) 
ersieht man, daf8 der erste Klammerausdruck in Gl. (48) stets negativ ist. 
Ist die Transformation (51) aber gerechtfertigt, so muB die Konstante 
C in Gl. (39) stets negativ sein. 

Nachdem wir uns iiber das Vorzeichen von C Klarheit verschafft 
haben, kénnen wir uns wieder den Gl. (40) bis (42) zuwenden. Die erste 
Vektorgleichung (40) gibt uns die ,,Impulsdichte“ der Lichtwelle und 
sagt aus, da dieser Vektor dieselbe Richtung wie der Wellenvektor f 
hat. Die skalare Gl. (40) gibt die magnetische Energiedichte, die tib- 
rigens nach Gl. (42) gleich der elektrischen Energiedichte ist. Das 
Vorzeichen dieser Energiedichte ist positiv, wenn s4 und fk, das gleiche 
Vorzeichen haben. Gl. (41) gibt den Energiestrom, der die Richtung 
von s hat. Im nachsten Abschnitt werden wir die Vektoren f und 5 
naher untersuchen und ihre Bedeutung vom Standpunkt der Wellen- 
kinematik diskutieren. 


Ill. Strahl- und Wellengeschwindigkeit. 


In Gl. (24) haben wir uns auf ebene, einfach harmonische Wellen 
beschrankt, deren Wellenebene durch 
ke te — (Ez) = Ry ft = Const. (53) 
gegeben ist. Daraus folgt unmittelbar, daB der drei-dimensionale 
Vektor, der von der fritheren zur spateren Wellenebene zeigt, durch 
f 
Ste ee 54 
aes (54) 
gegeben ist, wahrend die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen- 
phase durch 
k 
Tie : 

Ve? yey 
gegeben ist. Diese Geschwindigkeit ist offensichtlich nicht isotrop und 
die physikalisch interessantere Strahlgeschwindigkeit wird daher im 
allgemeinen verschieden von w sein?. 

Zunachst kann man einfach zeigen, daB der Wellenvektor ein raum- 
artiger Vektor ist. Man subtrahiert von Gl. (25) den Ausdruck 


6 he ka (1 + J, + J) = Const. ( 6) 


(55) 


5 Selbst wenn sie isotrop ware, aber verschieden von c, ware die Strahlge- 
schwindigkeit von Interesse. Denn Isotropie ist kein invarianter Begriff (au8er 
im Vakuum) und wiirde dann nur in einem Bezugssystem vorhanden sein. Man 
vergleiche dagegen den mathematischen Begriff der Isotropie eines Vektors 
(z. B. E. Cartan, ,,Legons sur la Théorie des Spineurs‘‘ I. Paris, Hermann & Cie 
1938): Ein Vektor ist isotrop, wenn sein Absolutbetrag Null ist. 
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und zeigt, daB die Konstante auf der rechten Seite stets negativ ist. 
Da (1 + J, + J) aber sicher positiv ist, muB k; raumartig sein. Nach 
Gl. (55) ist dann die Phasengeschwindigkeit stets kleiner als die Licht- 
geschwindigkeit im Vakuum. Es folgt daraus, daB es im allgemeinen 
méglich ist, die Lichtwelle auf Ruhe zu transformieren. . 

Betrachten wir nun die Wellenebenen Gl. (53). Geben wir uns 
einen mit Gl. (25) vertraglichen Vektor f; vor, so erhalten wir eine drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit (Hyperebene), die uns die zwei- 
dimensionale Wellenebene zu allen Zeitpunkten gibt. 

Der Normalenvektor auf diese Wellenebene muB also auf der Hyper- 
flache Gl. (25) liegen, die von zweiter Ordnung ist. Es ist leicht zu sehen, 
daB es sich dabei um eine Kegelflache handelt. Die Gesamtheit der 
Wellenebenen werden daher wieder einen Kegel einhiillen, den man den 
Strahlenkegel nennt. Die Schnitte dieses Strahlenkegels mit der 
Hyperebene ¢ = const. geben uns die Finhiillenden der Wellenebenen 
im iiblichen dreidimensionalen Raume. 

Den Strahlenkegel erhalten wir in folgender Weise. Wir betrachten 
zwei benachbarte Wellenebenen, deren Normalenvektor &; und kh; + 6k; 
seien. Die Bedingung, daB beide Wellenvektoren der Gl. (25) geniigen 
sollen, ergibt, wenn 6k;+ 6k, vernachlassigt wird, 


Ok; 0 kp = 0. (57) 
Wir verlangen ferner, daB beide Wellenflachen zur selben Phase gehéren 
mogen. Nach Gl. (53) folgt dann 
ae Oy =O (58) 
Die kleinen Verschiebungen, die wir dem Wellenvektor erteilen, sind 
noch bis zu einem gewissen Grade willkiirlich. Wahlen wir etwa 6 k, + 0, 
so kénnen wir diese Verschiebung auf drei verschiedene Weisen, nam- 
lich durch entsprechende Verschiebungen von fg, kj, ky kompensieren. 
Dabei sehen wir von etwaigen singularen Punkten ab, und setzen ins- 
besondere Q! k; = 0 voraus. Wir erhalten nun einfach fiir den speziellen 
Ortsvektor x;, der auf der Einhiillenden der Wellenebenen liegt, den 
schon in Gl. (33) eingefiihrten Vektor s' multipliziert mit einem be- 
liebigen Proportionalitatsfaktor, den wir im folgenden gleich eins setzen 
wollen. Es gilt natiirlich 


st ki =— 0, (59) 

Strahlvektor und Wellenvektor sind also orthogonal. Um die Gleichung 
der Strahlenflache zu erhalten, berechnen wir zuerst die Umkehrung 
von Gl. (33). Da der Tensor Q” nicht singulir ist, gibt es einen inversen 
Pi, mit 

O* Py = OF (60) 
und es folgt 

Ry = 1 sk é (61) 
Setzen wir das in Gl. (33) ein 

Ted Ee rae 1 (62) 


ee ey 
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Fur P; findet man leicht 


Px = = (1 +- Jy) din — Ter] (63) 
wenn man die Beziehung 
Tix T# = J? Oh (64) 
benutzt. Subtrahieren wir von Gl. (62) den Ausdruck 
(1+ J,—J) dix s* s* = const., (65) 


so finden wir ebenso wie friiher fiir den Vektor k; den raum-zeitartigen 
Charakter des Vektors s*. Es ergibt sich aber hier, daB s* zeitartig ist 

35; o> 0: (66) 
Es muB also s* stets ungleich Null sein. 

Wir miussen nun zeigen, wie man die Strahlgeschwindigkeit erhalt. 
Fihren wir in Gl. (59) den Vektor n nach Gl. (54) ein, dessen Absolut- 
betrag gerade das Reziproke der Phasengeschwindigkeit w ist. 

Cea) ss (67) 


Nach einer wohlbekannten geometrischen Uberlegung folgt daraus, daB 
die Strahlgeschwindigkeit durch 


eae (68) 
gegeben ist. Wir werden im folgenden den Vektor 
S 
ea a (69) 
einfiihren. 
Nach Gl. (59) ist 
(Di) —— 1, (70) 


beide Vektoren schlieBen also einen spitzen Winkel ein, Der Vektor v 
zeigt also in die Fortpflanzungsrichtung des Strahls. 

In dem friiher eingefiihrten speziellen Koordinatensystem, in dem 
nur die x-Komponente des Poyntinc-Vektors des Grundfeldes ungleich 
Null ist, der Tensor 7‘* aber sonst diagonal ist, lautet die Gl. (62) mit (69) 


ese (5 et lt eh? ay tw 
: litePiaad 


es 

WW ere ers ee el. aye ls 

(71) 
Dies ist die Gleichung der Einhiillenden der Wellenfronten nach der 
Zeit 1 = 1. Es ist die Gleichung eines dreiachsigen Ellipsoides, dessen 
Mittelpunkt in der Richtung des Poyntinc-Vektors des Grundfeldes, 
also hier in der x-Richtung verschoben ist. Ist der Poynrinc-Vektor 
des Grundfeldes Null, so ist auch die Verschiebung des Ellipsoides Null 
und die Strahlgeschwindigkeit ist zwar noch anisotrop, aber doch 
,umkehrbar‘‘. Fiir verschwindendes Grundfeld verschwindet natiirlich 


auch die Anisotropie. 


— 
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In Gl. (71) wollen wir zwischen dem normalen und dem abnormalen 
Fall unterscheiden. Im ersteren umschlieBt das Ellipsoid den Ursprung 
und die Lichtstrahlen pflanzen sich nach allen. Richtungen fort. Im 
zweiten Fall ist die Verschiebung des Mittelpunktes des Ellipsoides 
gréBer als deren x-Halbachse und die Lichtstrahlen kénnen sich nur 
innerhalb eines Kegels ausbreiten. Es ist leicht aus Gl. (71) abzuleiten, 
daB fiir den abnormalen Fall die Ungleichung 


o>i+t J; (72) 


Abb. 1. 
a) normaler Fall b) abnormaler Fall 


charakteristisch ist. In Abb. 1 sind die Strahlenflachen sowohl fiir den 
normalen als auch den abnormalen Fall gezeichnet. Zu jedem Radius- 
vektor v gehdrt ein Vektor n der senkrecht auf die Wellenfront steht. 
Im abnormalen Fall gibt es offensichtlich zu einer gegebenen Richtung 
zwei Strahlen, die sich mit verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzen. 
Die Wellenfront hat natiirlich fiir die beiden Strahlen eine verschiedene 
Lage. Am Mantel des oben erwahnten Kegels stehen v und f senkrecht 
fiir beide Strahlen, die tibrigens dann auch die gleiche Geschwindigkeit 
haben. Nach der aus Gl. (59) folgenden Gleichung 


(vf) = —k, (73) 
muBB dann k,=0 gelten, die ,,Lichtstrahlen“ bestehen dann aus 
statischen Wellenziigen — das Licht ist auf Ruhe transformiert. 

Die Gleichung dieses Kegels lautet 
Ue? oo Us" 


tia eee 1 oe oe 


Pee ee ee ee 


eee eS oT ee es 
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Es ist dies die Einhiillende der Strahlenflachen nach der Zeit ¢ = 1, 2,... 
Die Gl. (74) gibt die einzig méglichen Richtungen an, in denen die Licht- 
geschwindigkeit Null ist. Setzt man namlich in Gl. (25) und (61) ky = 0 
und ersetzt die anderen Komponenten von k; durch s', so erhalt man 
gerade die Gl. (74). 

Wir wollen nun zeigen, daB im normalen Fall st und k, das gleiche 
Vorzeichen haben, wahrend sie im abnormalen Fall entgegengesetztes 
Vorzeichen haben. Wir lésen die quadratische Gl. (25) nach k, und 
beniitzen der Einfachheit halber die allgemeine Form und nicht die 
spezielle Form (46) 


Q44 hy = —Q™ ho + | (Q% ko)? — O84 O% hg hr. (75) 
Die griechischen Indizes gehen von 1 bis 3. Im normalen Fall haben die 
beiden Wurzeln verschiedenes Vorzeichen. Denn es ist dann 


QO Rok: <0. (76) 
Die beiden Wurzeln entsprechen der nach + t(k, <0) fortschreiten- 
den Welle und der nach — f (fiir k, > 0) fortschreitenden Welle im 


normalen Fall. Im abnormalen Fall kann die quadratische Form (76) 
auch positiv sein und die beiden Wurzeln k, haben das gleiche Vor- 
zeichen. Wir kénnen dann von der ,,schnelleren“ und _ ,,langsameren‘‘ 
Welle sprechen. Vergleichen wir Gl. (75) mit (33) fiir m = 4, so finden wir 

st = + \/(Q® he)? — 08 OF hg ke» (77) 
die beiden Wellen kénnen also durch das Vorzeichen von s* charakteri- 


siert werden. Da normalerweise das Vorzeichen von k, durch das der 
Wurzel in Gl. (75) bestimmt ist, gilt dann 


SPR e=0. (78) 

Im abnormalen Fall gilt statt dessen 
sek, = 0 schnellere Welle, (79) 
s*k, <0 langsamere Welle. 


IV. Diskussion. 


Allein auf Grund der Tatsache, das in dieser Theorie die MAXWELL- 
schen Gleichungen in der elementaren Form gelten, miissen fiir eine 
monochromatische, ebene, linear polarisierte Lichtwelle die Gleichungen 

[n. €] = 8, 

[Hnj=D 
erfiillt sein, worin n den Normalenvektor der Wellenflachen bezeichnet, 
der von der friiheren zur spateren Wellenebene zeigt. Der nichtlineare 
Zusammenhang zwischen den beiden in Gl. (80) vorkommenden Ten- 
soren wird fiir geniigend schwache Wellen durch einen linearen Aus- 
druck approximiert. Es ist aber bemerkenswert, daB in dieser Theorie 
der lineare Zusammenhang durch eine Gleichung der Form 


(80) 


ee — (Og Om Pim (81) 
gegeben ist und nicht etwa durch die allgemeinere Gleichung 
fi = OF MI. (82) 
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Diese Entartung hat zur Folge, daB der Wellenvektor einer quadrati- 
schen Gleichung und nicht einer von vierter Ordnung geniigt und 
folglich, daB die Strahlenflache nur von zweiter Ordnung ist. In 
Kristallen, deren Materialgleichungen die Form (82) hat, gibt es in 
jeder Richtung zwei Strahlen — auch im normalen Fall. Man wiirde 
im abnormalen Fall in jeder (erlaubten) Richtung vier Strahlen er- 
warten. In Kristallen ist weiters die Polarisation der Lichtwellen be- 
stimmt. In unserem Fall ist das Vektorpotential in einer Ebene 
[Gl. (26)] frei wahlbar. Auch dies ist eine Konsequenz der Entartung 
unserer Materialgleichungen (81). 

Mit Hilfe des Strahlvektors v k6nnen wir schreiben 

[vp D] = §, 
LeSypSe: 
Diese Gleichungen geben uns die Umkehrung von Gl. (80). Wahrend 
aus Gl. (80) folgte, da8 D und B senkrecht auf n oder f€ sind, kénnen 
wir nun aus Gl. (83) schlieBen, daB © und § senkrecht aus v oder 5 
sind. Berechnet man die GroBen, die in der MrtNKowsxkischen Theorie 
bewegter Koérper mit Impulsdichte, Energiestrom und Energiedichte 
des elektromagnetischen Feldes identifiziert werden, so findet man 
[BS Ow, s*C sin“ {ky 2), 
[SE] 0 ky st sin? (hax), 


Ac D) + (§B)) = — sk, C sin? (h; xi). (84) 


(83) 


In der elementaren Theorie gibt der Vektor n die Richtung des Impulses, 
der Vektor v die Richtung des Energiestroms. Allerdings gilt das nur, 
wenn die Energiedichte positiv ist. Da die Energiedichte in extremen 
Fallen auch in der klassischen Theorie negativ werden kann ist bekannt®. 
In diesem Fall ist dann der Wellennormalevektor entgegengesetzt gleich 
dem Impulsvektor und ebenso der Strahlvektor entgegengesetzt dem 
PoynTING-Vektor. 

Wir kdnnen dasselbe auch anders ausdriicken: Im normalen Fall 
bilden die Vektoren D, 8 und n ein Rechtssystem, im abnormalen Fall 
dagegen ein Linkssystem. Allerdings miissen wir dabei erinnern, daB 
8% im allgemeinen nicht senkrecht auf D steht. Statt (D, 8, n) kénnen 
wir natiirlich auch das Vektortriplet (€, §, v) verwenden. 

Wahrend in der klassischen Theorie bewegter Medien der abnormale 
Fall dann entsteht, wenn die Geschwindigkeit des Mediums gréBer 
als die Lichtgeschwindigkeit in dem Medium ist, ist in unserem Fall 
offensichtlich die GréBe des Poyntinc-Vektors des Grundfeldes aus- 
schlaggebend. Im abnormalen Fall ist der PoyntinG-Vektor so groB, 
daB die schwachen Lichtwellen nicht mehr gegen ihn anlaufen kénnen. 
Alle Strahlen bilden dann mit dem PoyntinG-Vektor des .Grundfeldes 
einen spitzen Winkel 


6 M. v. Laug, Die Relativitaitstheorie. I. Bd., 5. Aufl., Fr. Vieweg & Sohn, 
Braunschweig, 1952, p. 141. Auch Zeits. f. Phys. 128, 387 (1950). 


Uber die Bewegung eines Massenpunktes in einem wider- 
stehenden Mittel verianderlicher Dichte. 


Von 


EK. Leimanis 
(Department of Mathematics, The University of British Columbia, Vancouver, B. C.): 


(Eingelangt am 30. Oktober 1952) 


Herr Sex! hat sich kiirzlich mit der Integration der Bewegungs- 
gleichung eines Massenpunktes in einem widerstehenden Mittel 
befaBt, dessen Dichte mit der Héhe exponentiell abnimmt. Wahlt 
man die z-Achse positiv nach unten in der Schwererichtung und 
nimmt man den Luftwiderstand proportional der Dichte und einer 
Potenz der momentanen Geschwindigkeit an, dann lautet die Be- 
wegungsgleichung eines frei fallenden Massenpunktes wie folgt: 


g dz\" 
see g —ke® ( | (g == const.). 


dt? dt 
Herr SEXL betrachtet insbesondere die Falle » = 1 und »=2 und 
gibt in geschlossener Form Lésungen dieser Differentialgleichung mit 
den Anfangsbedingungen z= H, dz/dt = 0 fiir t= 0. 
Unter Annahme veranderlicher Schwerebeschleunigung g (z) soll im 
nachfolgenden auf einen neuen durch Quadraturen integrierbaren Fall 
hingewiesen werden. Namlich: 


d2z dz\~ 
nN =—2: qa = & (2) — ke = . 
Der Ansatz 
dz 
ae 


fiihrt erst zu der Differentialgleichung 
ap. = g (z)—he™ p—?. 


Die weitere Substitution 
1 


Pai 


Iie SEXL, Acta Physica Austriaca 5, 148—151 (1951). 
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ergibt dann die ABeEtsche Differentialgleichung erster Art 
dy 
dz 


Schreibt man allgemein die ABrtsche Differentialgleichung erster 


Art in der Form 


= — 26 (2) y? + 2 hem y?. (1) 


Pret (2) +f (@) y + fe (2) y? + fs 2) ¥*, (1’) 
so hat man 
fo =0, /,=09, ee la fg == DRX, 
Ist dann? 
i = 
2 


fiir eine gewisse Konstante a, so geht die Differentialgleichung (1’) 


durch die Substitution 


y= uz 
ee 
in die Differentialgleichung mit getrennten Veranderlichen 
d S. 
ze ¥ : (u8 + wu? — au) (3) 


tuber. 


Vollstandig ausgeschrieben nimmt die Differentialgleichung (2) 


die Form einer BERNouLLIschen Gleichung fiir g (z) an 


t g O82 73 
C=O P= 2 ers go =O; 


Vv 


welche durch die Substitution 


1 
w (2) =—— 4 
g* (2) 4 
in die lineare Differentialgleichung 
w +2aw+ = Cy") 


iibergefiihrt wird. Nachdem man diese gelést hat, bekommt man fiir 


g*(z), unter Beachtung der Substitution (4), den Ausdruck 


era 


g (2) = a8 (5) 


4a . 
= —— et +. G 
QR 
® A, CHIELLINI, Bolletino Unione Mat. Italiana 10, 301—307 (1931); vergl 
auch KamKE, Differentialgleichungen: Lésungsmethoden und Lésungen, Bd. 1 
2. Aufl, Akad. Verlagsges. Leipzig, 1943, S. 26. 


> 


. 


. 
| 
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Bezeichnet man mit g die Schwerebeschleunigung an der Erdober- 
flache (z = 0), so ergibt sich aus Gl. (5) die Integrationskonstante C zu 


c= (1+ 42). (6) 
a: ak 


Befindet sich der Massenpunkt um die Strecke H, gemessen auf dem 

Erdradius R, von der Erdoberflache entfernt, so sinkt der Wert der 

Schwerebeschleunigung nach dem NEwrTonschen Anziehungsgesetz auf 
R2 

g(H)=g (RAY? (7) 


ab. Aus Gl. (7) und Gl. (5) fiir z = H, unter Beachtung von Gl. (6), 
bekommt man fiir a den Wert 


ak ch eee ae 
= a eh = 8 
: alt 2 S| ieee (8) 


Substituiert man die Ausdriicke Gl. (6) und (8) in Gl. (5), so ergibt 
sich fiir g? (z) der Ausdruck 


2 ee GH (Zia 
p= ae 4 is 
A 
1 nl (1 = ) e2eH 1fa—es 


Mit diesem Ausdruck fiir g? (z) nimmt die Gl. (3) mit getrennten 
Veradnderlichen die endgiiltige Form 
du 2 g2(z) 
2 Sar eee dz 
u(u2?+u—a) k e 
an. Die Integration der letzten Differentialgleichung bereitet keine 
Schwierigkeiten. 
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Zur Thermodynamik der Phasenumwandlungen I. 
Heterobare Phaseniiberginge in Einstoffsystemen. 


Von 


Giinther Porod. 


Aus dem Institut fiir theoretische und physikalische Chemie der Universitat Graz. 


Mit 2 Abbildungen. 


(Eingelangt am 30. Oktober 1952.) 


Zusammenfassung. 


Es werden heterobare Phasenumwandlungen thermodynamisch diskutiert, 
das heiBt solche, wo zwei Phasen unter verschiedenem Druck stehen. Eine ein- 
fache Differentialgleichung analog derjenigen von CLAusIUS-CLAPEYRON wird 
abgeleitet und die Widerspruchsfreiheit bewiesen. Es wird gezeigt, daB Schmelzen 
eines Festkérpers unter lokalem Druck auch unterhalb des normalen Schmelz- 
punktes thermodynamisch méglich ist. 


1. Problemstellung. 


Die Phasenumwandlungen bei Einstoffsystemen scheinen heute kaum 
noch thermodynamische Probleme zu bieten. Ein vollstandiges Phasen- 
(P, T)-Diagramm liefert jede gewiinschte Auskunft tiber die Existenz- 
gebiete der méglichen Phasen und die Bedingungen, unter denen Gleich- 
gewichte zwischen solchen bestehen kénnen. Die Umwandlungskurven 
werden bei Kenntnis der nétigen Daten durch die bekannte Gleichung 
von CLAUSIUS-CLAPEYRON eindeutig beschrieben. Daneben gibt es 
allerdings noch Fragen von meist geringerer praktischer Wichtigkeit, 
die auf Grund eines (P, 7)-Diagramms nicht immer beantwortet werden 
konnen, wie z. B. das Verhalten einer in einem konstanten Volumen ein- 
geschlossenen Substanz bei Anderung der Temperatur und anderes mehr. 
Aber auch abgesehen davon ist das Phasendiagramm an die Voraus- 
setzung gebunden, daf die koexistierenden Phasen unter dem gleichen 
Druck stehen (isobare Umwandlungskurven). Das ist nun keineswegs 
eine notwendige Bedingung fiir ein thermodynamisches Gleichgewicht. 
Wenn wir z. B. den Sattigungsdampfdruck iiber einer Wasserflache in 
freier Natur betrachten, dann miiBten wir streng genommen beriick- 
sichtigen, daB das Wasser unter Atmosphiarendruck steht, wahrend der 
Partialdruck des Wasserdampfes bei normalen Temperaturen sehr gering 
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ist. Die dadurch bedingte Abweichung von der isobaren Dampfdruck- 
kurve ist allerdings so minimal, da8 man mit Recht davon absehen 
kann. Sie ist nur dann zu beriicksichtigen, wenn es um prinzipielle 
Fragen geht, z. B. die thermodynamisch selbstverstindliche Gleichheit 
der Dampfdrucke iiber zwei kondensierten Phasen in jedem Punkt ihrer 
Umwandlungskurve zu beweisen. 

Immerhin sind auch Falle denkbar, wo die Abhangigkeit der Gleich- 
gewichtsbedingungen von den verschiedenen Drucken der beiden 
Phasen zu praktisch ins Gewicht fallenden Resultaten fiihrt. In dieser 
Mitteilung soll daher versucht werden, die thermodynamischen Be- 
dingungen fiir solche ,,heterobare‘‘ Phasenumwandlungen, wie wir sie 
kurz nennen wollen, zu untersuchen. Es ist vielleicht nicht tiberfltissig 
zu betonen, daB es sich dabei um thermodynamisch definierte Probleme 
handelt und man mit gutem Sinn von reversiblen Ubergangen sprechen 
darf. Die praktische Realisierbarkeit solcher heterobarer Phasen- 
umwandlungen ist natiirlich eine Sache fiir sich und kann nur fiir jeden 
Fall gesondert behandelt werden. 


2. Die heterobare Dampfdruckkurve. 


Nach der Gisppschen Phasenregel kann ein reiner Stoff bei be- 
stimmtem Druck und bestimmter Temperatur im allgemeinen nur eine 
Phase bilden. Ist der auBere Druck hdher als der Dampfdruck bei der 
betreffenden Temperatur, dann kann keine Gasphase vorhanden sein. 
Falls aber noch eine Atmosphare eines beziiglich der Substanz inerten 
Gases vorhanden ist, stellt sich ein Partialdruck ein, der hier die Rolle 
des Dampfdruckes vertritt und im allgemeinen diesem gleichgesetzt 
wird. Es handelt sich dabei um keinen VerstoB gegen die Phasen- 
regel, weil dann das System genau genommen aus zwei Komponenten 
besteht. Es ist aber einfacher, auch in diesem Fall nur von einem Ein- 
stoffsystem zu sprechen, da das Fremdgas ja nur die Rolle eines Druck- 
iibertragers spielt und sonst mit der Substanz in keine Wechselwirkung 
tritt. Den Partialdruck, den wir im folgenden ebenfalls als Dampf- 
druck bezeichnen werden, miissen wir als den Druck definieren, der 
sich in einem evakuierten GefaB einstellen wiirde, das durch eine fiir 
den Dampf, nicht aber fiir das Fremdgas, durchlassige Wand mit dem 
Gasraum des Systems verbunden ist. 

Es fragt sich nun, welche Beziehung zwischen Druck- und Tempera- 
turanderung in diesem Falle, der ja in der Praxis haufiger vorliegt 
als der durch das Phasendiagramm beschriebene, an Stelle der Glei- 
chung von CLAuSIUS-CLAPEYRON gilt. Um diese Frage zu beantworten, 
fiihren wir einen idealen Kreisproze8 folgender Art durch: Die Fliissig- 
keit sei in einem Zylinder zusammen mit einem inerten Fremdgas ein- 
geschlossen und das ganze System werde auf konstanter Temperatur 1 
und mit Hilfe eines dicht schlieBenden Kolbens unter dem konstanten 
Druck P gehalten. Unter diesen Bedingungen soll sich der Dampf- 
druck p einstellen. Um den Kreisproze8 durchfiihren zu konnen, be- 
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notigen wir noch ein zweites derartiges System, das sich ebenfalls im 
thermodynamischen Gleichgewicht befindet, aber mit infinitesimal ver- 
anderten Parametern 7 + dT, P+ dP, f+ dp. Das Molvolumen 
der Fliissigkeit sei V, bzw. (V + dV), das Molvolumen des Dampfes v, 
bzw. (v + dv). Wir verdampfen nun reversibel im zweiten Zylinder 
ein Mol und entnehmen den gebildeten Dampf durch eine semipermeable 
Wand. Da dabei das Volumen (V + dJ’) unter dem Druck (P + dP) 
verschwindet und das Gasvolumen (v + dv) gegen den Druck (pf + dp) 
entsteht, ist die reversible Arbeit fiir diesen Teilvorgang in altruistischer 
Vorzeichengebung gleich: A,y= (P + dP) (V + dV) — (p+dp) (v+ dv). 
Nun wird der Dampf auf den Druck # und die Temperatur T gebracht, 
was durch eine geeignete Kombination eines adiabatischen mit einem 
isothermen ProzeB immer méglich ist. Die reversible Arbeit ist p dv. 
Hierauf wird der entspannte Dampf durch eine semipermeable Wand 
in den ersten Zylinder iiberfiihrt und dort kondensiert. Die reversible 
Arbeit ist analog wie oben : A, = pu— PV. Nun wird das kon- 
densierte Mol Fliissigkeit dem ersten Zylinder unter dem Druck P 
entzogen, wozu keine Arbeit n6tig ist, mit der Arbeit — PdV auf das 
Volumen (V + dV) und die Temperatur (7 + dT) gebracht und wieder 
arbeitslos in den zweiten Zylinder tiberfiihrt. Damit ist der Ausgangs- 
zustand wieder hergestellt. Die gesamte reversible Arbeit des Kreis- 
prozesses ergibt sich durch Summation iiber die Teilbetrage zu: 
Ayey = V dP —vdp. Da nur Isothermen und Adiabaten vorgekommen 
sind, handelt es sich um einen CARNOT-ProzeB und die gewonnene Arbeit 
— A,» mu gleich sein der bei der oberen Isotherme zugefiihrten | 
Warmemenge Q (der Verdampfungswarme) mal dem Wirkungsgrad dT/T, | 
so da wir erhalten: | 


vdp—VdP —QaT/T (1), 


Diese Gleichung gilt offenbar nicht nur fiir die Verdampfung einer | 
Fliissigkeit, sondern auch fiir die Sublimation einer beliebigen festen | 
Phase. Halten wir die kondensierte Phase unter konstantem Druck P, 
dann vereinfacht sich Gl. (1) weiter zu: 


vap=QaT/T, bzw. adp/dT=—Q/To (2) 


also eine Beziehung sehr ahnlich derjenigen von CLAUSIUS-CLAPEYRON. 
Diese ist ebenfalls als Spezialfall in Gl. (1) enthalten und folgt sofort, 
wenn wir P = p und damit dP = dp setzen. Sie gilt aber offenbar 
auch dann, wenn P und # sich um einen konstanten Betrag unter- 
scheiden. 

Durch die Differentialgleichung (2) ist die Dampfdruckkurve einer | 
Flissigkeit unter konstantem Druck P festgelegt, sobald wir die Lage | 
eines Punktes der Kurve kennen. Das ist nun immer der Fall, denn beim 
Siedepunkt (f = P) muB sich die heterobare Dampfdruckkurve mit| 
der normalen (isobaren) schneiden (Abb. 1). Der faktische Unter- 
schied zwischen beiden Kurven ist nun fiir eine Fliissigkeit unter} 
Atmospharendruck duBerst gering, so daB man mit Recht immer mit 
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der isobaren Dampfdruckkurve rechnet. Der Druckunterschied zwischen 
beiden Kurven bei einer bestimmten Temperatur folgt sofort aus der 
allgemeinen Gl. (1) durch Nullsetzen von dT: 


vap=V dP: f= Const. (3) 


eine bekannte Beziehung, die besagt, daB sich die Anderungen der 
Gleichgewichtsdrucke bei konstanter Temperatur umgekehrt wie die 
entsprechenden Volumina verhalten. Beim Tripelpunkt des Wassers 
z. B. ist das Verhaltnis V :v etwa gleich 1:200000. Da der 
Schmelzpunkt des Eises bei 
Atmospharendruck etwa_ eine 
Atmosphare hoher liegt als der 
Tripelpunkt, macht die dadurch 
bewirkte Erhdhung des Dampf- 
druckes etwa 0,000 005 at = 
= 0,0038 mm Hg, also minimal 
wenig aus. Immerhin wird da- 
durch bewirkt, daB die Dampf- 
drucke von Eis und Wasser 
beim Schmelzpunkt  einander 
gleich werden, was im Phasen- 


diagramm nicht zum Ausdruck Abb. 1. Schematisches Phasendiagramm eines Ein- 
‘ iss stoffsystems. isobare Phasengrenzlinien, 


kommt. Wir wollen ganz allge- — ~~ heterobare Dampfdruckkurve fiir konstanten 
: : daB bei jed b Druck = P der kondensierten Phasen. 

mem zeigen, a el je em be- 1 Schmelzpunkt, 2 Siedepunkt, 3 Tripelpunkt, 

j j J r o z 4 Gemeinsamer Dampfdruck beim Schmelzpunkt. 

hebigen Umwandlungspunkt (Erhéhung des Dampfdrucks stark tbertrieben ge- 

zwischen zwei kondensierten zeichnet.) 


Phasen die Dampfdrucke beider 

Phasen exakt gleich werden. Da es sich hier um eine bekannte und 
thermodynamisch selbstverstandliche Tatsache handelt, kann das 
Ergebnis als Verifikation der allgemeinen Gl. (1) und damit auch der 
spezielleren Gl. (2) betrachtet werden. 

Wir nehmen zunadchst an, bei einem bestimmten Umwandlungs- 
punkt beim Druck P und der Temperatur T seien die Dampfdrucke der 
beiden Phasen (unterschieden durch Indizes 1 und 2) als gleich fest- 
gestellt. Dann gilt fiir einen infinitesimal verschobenen Umwandlungs- 
punkt nach Gl. (1): 


vdp,—V,dP =0,4T/T, bzw. vdp,—V,dP =Q,4T/T 


fiir die Anderung der jeweiligen Dampfdrucke. Die Subtraktion beider 
Gleichungen liefert : 
v (dp, —dp,) —dP (Vy — Vo) = (Q1 — Q,) 42/7. 

Da dP und dT durch die Gleichung von CLAUSIUS-CLAPEYRON ver- 
kniipft sind, wobei die Umwandlungswarme der Phase 1 in Phase 2 
nach dem ersten Hauptsatz gleich (Q,; — Q,) sein muB, gilt gleich- 
zeitig: dP (V,.—V,) = (Q,—Q,) 4T/T. Durch Vergleich mit dem 
vorstehenden Ergebnis sehen wir, daB dp, gleich dp, sein mu; das 
heiBt wenn die Gleichheit der Dampfdrucke fiir einen Umwandlungs- 
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punkt erfiillt ist, dann gilt sie auch fiir einen benachbarten und so fort 
und damit fiir alle Punkte der Umwandlungskurve. Nun sind beim 
Tripelpunkt sicher beide Dampfdrucke gleich,-womit die Behauptung 
bewiesen ist. 


3. Die allgemeine heterobare Umwandlungskurve. 


Es ist leicht einzusehen, daB Gl. (1) m. m. fiir beliebige Phasen- 
umwandlungen Geltung hat und es lieBe sich dies auch durch ent- 
sprechende Abanderung des Kreisprozesses zeigen. Es ist aber viel- 
leicht zweckmaBig, diesmal eine formal thermodynamische Ableitung 
zu geben, um gleichzeitig eine Kontrolle des bisherigen Ergebnisses 
zu haben. 

Wir denken uns also zwei Phasen desselben Stoffes (V4, P,, bzw. 
V4, Py) bei derselben Temperatur JT. Die Bedingung fiir das thermo- 
dynamische Gleichgewicht lautet: /, = Fy; das heiSt die molare 
freie Energie (GrpBsches Potential) beider Phasen muB gleich sein. Be- 
trachten wir nun einen Zustand mit infinitesimaler Anderung der 
Parameter: dT, dP, dP. Die Anderungen der freien Energie sind: 


| 
aF, = V,aP,—S,adT 
dF, = V,aP,—S,dT 
Soll nun wieder Gleichgewicht herrschen, dann muB gelten: dF, = dF, 
woraus folgt: V,dP,—V,dP, = (S,—S,) @T. Die Entropie-) 
differenz ist bei einem isotherm reversiblen Vorgang gleich der aufge- 
nommenen Warmemenge (hier die Umwandlungswarme Q,,) gebrochen 
durch die Temperatur 7. Damit erhalten wir: 


V,aP,—V,dP, =Q,4T/T (4)| 


und fiir den Spezialfall, daB P, konstant (z. B. auf Atmosphiarendruck) 
gehalten wird: 


V,aP, =—Q,,4T/T (5) 


in voller Analogie zu den Gln. (1) und (2) des vorigen Abschnitts. De 
Anschlu8 an das Phasendiagramm ist wieder dadurch gegeben, daB di 
heterobare Umwandlungskurve den Punkt bei P, = P, mit der ent 
sprechenden isobaren Umwandlungskurve gemeinsam haben muB. 


Obige Formeln gelten zwar fiir beliebige heterobare Phasenumwand 
lungen, doch ist deren technische Realisierung im allgemeinen nu 
schwer vorstellbar. Wir wollen deshalb im folgenden etwas spezielle 
nur die heterobare Schmelzkurve diskutieren. Wir erkennen zunichst 
daB die Abweichung von der isobaren Schmelzkurve durchaus be 
deutend ist. Da in Gl. (5) nur das Volumen der festen Phase und nich 
wie in der Gleichung von CLAusrus-CLAPEYRON die Differenz de 
Volumina eingeht, nimmt auf der heterobaren Schmelzkurve stets di 
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Temperatur mit zunehmendem Druck ab, und zwar ist die Anderung im 
Absolutbetrag schatzungsweise um eine Zehnerpotenz gréBer als auf der 
normalen Schmelzkurve (in Abb. 2 iibertrieben gezeichnet). Das hat 
zur Folge, daB dabei eine unterkiihlte, daher instabile, Schmelze ent- 
steht, die wieder irreversibel in die feste Phase unter dem Druck P, 
tibergehen kann. Der ganze Vorgang ist nur méglich, wenn es sich um 
einen lokalen Druck P, auf den Festkérper handelt, so daB die Schmelze 
unter dem kleineren Druck P, abflieBen und wieder erstarren kann. 
Derselbe Effekt wiirde natiirlich einfach durch eine plastische Defor- 
mation des Festkérpers erreicht werden, 
so daB8 er gewissermaBen dem Druck P, 
zum Druck P, ausweicht. Es_besteht 
aber ein wesentlicher thermodynamischer 
Unterschied zwischen beiden Vorgéingen. 
Die genannte plastische Verformung ist 
thermodynamisch immer erlaubt, solange 
nur P, groBer ist als Py. Erfolgt die Um- 
wandlung jedoch unter Zwischenschaltung 
einer unterktihlten Schmelze, dann _ exi- 
stiert eine Beschrankung durch die hete- 
robare Schmelzkurve. 


Die thermodynamische Moéglichkeit eines 
Vorganges bedingt bekanntlich noch nicht, daB 
dieser in einem bestimmten Fall auch tatsach-~ 
lich vor sich geht. Man darf daher wohl wber- 
legen, unter welchen Bedingungen man die vor- 
iibergehende Bildung einer Schmelze aus einem 


Abb. 2. Schematisches Phasendiagramm 
eines Einstoffsystems. isobare 
Phasengrenzlinien, ——-—-— heterobare 
Umwandlungskurven. 2-:------ 4 Schmelz- 
kurve; fllssige Phase unter konstantem 
Druck P,, 1:-:+-+- 4 Erstarrungskurve; feste 
Phase unter konstantem Druck P,;. (Die 
Neigung der Kurven ist stark iibertrieben.) 


Festk6rper unter lokalem Druck  erwarten 

k6nnte. Hier liegt es nun nahe, einen Zusammenhang mit den sogenannten Re- 
gelationserscheinungen, die man beim Eis beobachten kann, zu sehen. Hierher 
geh6ren Erscheinungen wie das FlieBen der Gletscher, das Gleiten von Schlitt- 
schuhen auf dem Eis, das Zusammenfrieren beim Pressen eines Schneeballs 
und anderes. Man erklart diese Erscheinungen meist durch die Anomalie des 
Wassers, die bewirkt, daB der Schmelzpunkt mit dem Druck sinkt. Dieser Effekt 
ist allerdings so klein, daB er wohl schwerlich zur alleinigen Erklarung ausreicht. 
Es ware denkbar, daB es sich dabei um einen heterobaren Schmelzvorgang handelt. 
Dann miiBte man aber Regelationserscheinungen auch an anderen Stoffen be- 
obachten kénnen, bei denen der normale Schmelzpunkt mit dem Druck steigt. 
Hier kénnte man an eine Analogie dazu in der Verfestigung beim Pressen von 
Pastillen und beim Sintern von Metallpulvern denken. 


Fiir ein echtes Gleichgewicht zwischen zwei Phasen ist es notwendig, 
daB beide denselben Dampfdruck besitzen. Der Beweis fiir heterobare 
Gleichgewichte kann analog wie friiher so leicht erbracht werden, 
daB auf seine Wiedergabe verzichtet werden kann. Aus der Gleichheit 
der Dampfdrucke (und damit der Aktivitaten) folgt gleichzeitig die 
Widerspruchsfreiheit der Berechnung eines heterobaren Gleichgewichts. 
In Abb. 2 kann man sich z. B. das Gleichgewicht zwischen fest beim 
Druck P, und fliissig beim Druck P, auf zwei Wegen erreicht denken. 
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Entweder gehen wir vom Schmelzpunkt beim Druck P, (Punkt 2) 
aus und erhéhen den Druck der festen Phase auf P,, womit sich das 
Gleichgewicht zum Punkt 4 verschiebt, oder wir gehen von Punkt 1 
aus und senken den Druck iiber der Fliissigkeit auf P,, wodurch wir 
auf der Erstarrungskurve zu Punkt 3 gelangen, der dasselbe Gleich- 
gewicht wie Punkt 4 bezeichnet und bei derselben Temperatur liegen 
muB. 


Kine Differentialgleichung fiir die Fermischen Streuliingen 
bei der Streuung Neutron-Proton. 


(Kurze Mitteilung.) 


Von 


Theodor Sexl. 


Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien. 


(Eingelangt am 25. November 1952.) 


Es wird eine gewodhnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir die 
Fermischen Streulangen hergeleitet, die es erméglicht, die fraglichen Streulangen 
durch eine, ev. numerische Integration einer gew6hnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung zu bestimmen. Fiir den Spezialfall der Potentialmulde ist diese 
fir 7=0 exakt lésbar. Das Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit friiheren Er- 

gebnissen des Verfassers. 


In seiner Arbeit ,,Eine Differentialgleichung fiir die Phase bei der 
Streuung Neutron-Proton“ hat O. BERGMANN! folgende Differential- 
a ae fiir die Phase 6; bei der Streuung der /-ten Partialwelle eines 
Neutrons an einem Proton aufgestellt: 


doy (7) 8ar%u V( ni ic ln 
= kr Hit y (Rr) + 
dy ie " ale “\izer He (7) 


, a 2 
ae, Vee y HY y, (hk n| ; 


Durch Einfiihrung der BEssELschen und NEUMANNschen Funktionen 
an Stelle der HANKErschen kann diese umgeschrieben werden in 


24 V a 


mt 2 
Wy kr Nix, (kv) + sin a 


Aus dieser Differentialgleichung fiir die Phasen 0; kann nun leicht 
eine Differentialgleichung fiir die FERmischen Streuldngen hergeleitet 


1 ©, Bercmann, Acta Phys. Austr. 4, 62 (1950). 
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werden, wenn man friihere Ergebnisse des Verfassers? beniitzt, nach 
denen sich die Fermische Streulange der -ten Partialwelle als Grenz- 
wert in der Form darstellt 


a= Le UP ete Or 
Geht man zunachst mit ers ctg 6; = — a! in die Differential- 
gleichung ein, so wird 
da(r 8 07 w ee il 
eer veri |/z —kyr Jisy, (R1)° Bri aS 


sh Sis 2 
ie eras (kr): Ra ny. 


Daraus ergibt sich sofort fiir den Grenzfall k ~ 0 die gesuchte 
Differentialgleichung 


da (vr) 827% u Vin) 2 | Vee et a Teer jaa 
dr ie BiPeaG esp | oe 


i! f 


unter Beriicksichtigung von 


akxs — 1)" (Ry) t 
k some (Ue) = be \ 
Ver Troy (bn ee eee le 


ioe) 


—s (— iP hematite C4 a bela 
k N y, lees 4 . 
I PNT) a IP J—1/2+a-+ 1) 
Fir den Spezialfall 7 = 0 sa 
day (r) 82” ee 9 
dy a ~ fp2 V (7) (ay — r) 


als Differentialgleichung fiir die tibliche FERMIsche Streulange a) bei 
der Streuung der nullten Partialwelle. 


d ac Vo fur *=.%, 


Fiir eine Potentialmulde: 
at 0 fiir sera 


wird 
day Sidon eee 4 
Pia ro Vo (@ —7)?. 
Die Substitution ajy—yv = y fiihrt zu dem Integral 
] [8x2 lu 
ay = 1 — —————— tg ||/ —- Vy: 
0 8 72 u dS (| h2 0 4 ) 
oa c 


® Th. SEXL, ebenda 5, 336 (1952); 6, 30 (1952); Th. Sexr und Herbert 
Usperary, Z. Physik 182, 72 (1952). 
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was mit dem nach anderen Methoden erhaltenen Ergebnis iiberein- 
stimmt (a = lim a, (7)). 


T—>71y 


Anmerkung. Die von O. BERGMANN aufgestellte, oben angegebene 
Differentialgleichung fiir die Phase 6; bei der Streuung Neutron-Proton 
gilt rein mathematisch fiir eine Wellengleichung von der Form 


(7 Pa aN oe Vny 


a 
Bei der Streuung Proton-Proton, respektive allgemeiner bei Vorhanden- 
sein eines CouLOMBschen neben einem Zentrifugalpotential liegt mathe- 
matisch die Wellengleichung vor 


/ 


d2 ZT 
(oo a oly (7) = ae V (vr) (7). 


Durch Verallgemeinerung der BERGMANNschen Uberlegungen zeigt 
man leicht, daB fiir die Phase eines solchen Streuproblems die 
Differentialgleichung gilt 
do (r 827 u V (7) : gules 
: ) a ‘ {L, (r) cos 6 + Ly (7) sin 6}?, 
wenn L, und L, die Lésungen der homogenen linken Seite der zuletzt 
angeschriebenen Wellengleichung bedeuten. Dies geht fir oe =0 
in das bekannte Resultat tiber 
do (7) Sas Wee 
= k a) 
dr | ey ee a esa 
(vgl. z. B. R. Courant und D. Hivsert, Methoden der mathematischen 
Physik; Berlin, J. Springer, 1. Band, 2. Autl, S. 285 ff.). 


Bericht iiber die Jahrestagung der Osterreichischen 
Physikalischen Gesellschaft 


vom 2. bis 4. Oktober 1952 in Wien. 


Zusammengestellt von 


A. Smekal, Graz. 


Die Herbsttagung vom 2. bis 4. Oktober 1952, zu der die Oster- 
reichische Physikalische Gesellschaft nach Wien eingeladen hatte, war 
die erste Vortragstagung seit der Griindung der Gesellschaft in Graz 
zum 13. Dezember 1950, dem 80. Geburtstage von HANS BENNDORF (1), 
und der Jahresversammlung in Graz vom 27. Oktober 1951 (2). Der 
Mitgliederstand der Gesellschaft hat in dieser Zeit die Anzahl von 112 
erreicht, darunter 21 auBerordentliche Mitglieder. 

Die Wiener Herbsttagung wurde durch den stellvertretenden Vor- 
sitzenden Prof. L. FLAmM sowie seine Mitarbeiter vorbereitet und ist 
von der Chemisch-Physikalischen Gesellschaft in Wien durch deren 
Prasidentin, Frau Prof. B. KARLIK, und ihren Schriftfiihrer, Dozent 
Dr. K. LINTNER, wirksam untersttitzt worden. Diesem Zusammen- 
wirken ist auch zu danken, daB der Vortrag von Prof. Dr. J. EGGERT 
(Zurich), der durch Unterstiitzung des ,,Notringes der wissenschaftlichen 
Verbande Osterreichs‘‘ erméglicht wurde, als gemeinsame Veranstaltung 
innerhalb des Tagungsprogrammes stattfinden konnte. Die Mitglieder 
der Chemisch-physikalischen Gesellschaft hatten ebenso wie die 
Studierenden der Hochschulen freien Zutritt zu den Veranstaltungen. 
Infolgedessen betrug die Anzahl der Tagungsteilnehmer etwa 250, 
darunter 30 Besucher aus Graz sowie Vertreter aus Leoben und Inns- 
bruck. Die Sitzungen fanden im grofen Horsaal des I. Physikalischen 
Institutes der Universitat statt, den Prof. E. Scumrp entgegenkommen- 
derweise zur Verfiigung gestellt hatte. 

Fir die Tagung waren auBer dem Vortrag von J. EGGERT (Ziirich) 
drei zusammenfassende Berichte von L. FrammM, H. Macwe und 
A. SMEKAL, sowie eine Filmvorfiithrung von F. SEIpL vorgesehen und 
insgesamt 47 Einzelvortrage angemeldet worden. Die zu diesen Vor- 
tragen eingegangenen Inhaltsangaben der Vortragenden waren von 
K. W. F. KounLrauscu als Vorbericht zusammengestellt und bereits in 
den Acta Physica Austriaca abgedruckt worden (3), so daB den Tagungs- 
teilnehmern durch das Entgegenkommen von Herrn LANGE vom 
SPRINGER-Verlag in Wien, Sonderdrucke davon zur Verfiigung gestellt 
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werden konnten. Am Vorabend der Tagung fand im Rathauskeller 
ein sehr gut besuchter BegriiBungsabend statt. 


Die Tagung wurde am 2. Oktober 1952, 9 Uhr vormittags, durch den 
Vorsitzenden, Prof. K. W. F. Konrrauscn, eréffnet, der in seiner Be- 
griiBungsansprache Herrn Bundesminister fiir Unterricht Dr. KoLp 
und Herrn Sektionsrat Dr. DRIMMEL sowie die tibrigen Ehrengiste und 
Teilnehmer willkommen hieB. Der Verband der deutschen Physika- 
lischen Gesellschaften hatte als besonderen Vertreter Herrn Prof. 
K. BECHERT (Mainz) entsendet. Wahrend des abgelaufenen Jahres 
verlor die 6sterreichische Physik durch den Tod Prof. Dr. Felix EHREN- 
HAFT, dessen der Vorsitzende in einem besonderen Nachruf gedachte. 


Die Jahreshauptversammlung der Osterreichischen Physikalischen 
Gesellschaft fand am 3. Oktober 1952 um 15 Uhr nachmittags statt, 
wobei der Tatigkeitsbericht des Vorsitzenden zur Kenntnis genommen 
und der Geschaftsfiihrung auf Grund des Ergebnisses der Rechnungs- 
prifung Entlastung erteilt wurde. Ein vom Vorsitzenden Dr. KARL 
Wo tF (Ludwigshafen/Rh.) des Verbandes der deutschen Physikalischen 
Gesellschaften eingegangenes Telegramm enthielt die Mitteilung, daB 
die vom Vorstande der Osterreichischen Physikalischen Gesellschaft an 
den Verband gerichtete Einladung zur Veranstaltung einer gemein- 
samen Physikertagung in Innsbruck im Herbst 1953 freudigst begriiBt 
und die Abhaltung der Tagung durch die Mitgliederversammlung des 
Verbandes in Berlin am 28. September 1952 beschlossen wurde. Daher 
soll auch die nachste Jahreshauptversammlung der Osterreichischen 
Physikalischen Gesellschaft in Innsbruck abgehalten werden (4). 


Zum allgemeinen Bedauern hatten der _ bisherige Vorsitzende, 
K. W. F. KouHLRAvSCH, und sein Stellvertreter, L. FLAMM, eine Wieder- 
wahl abgelehnt, so daB der Vorstand neu gewahlt werden muBte. Hier- 
bei wurden fiir die nachsten beiden Geschaftsjahre A. SMEKAL (Graz) 
zum Vorsitzenden, R. STEINMAURER (Innsbruck) zum stellvertretenden 
Vorsitzenden, und J. WAGNER (Graz) zum Geschaftsfiihrer der Ge- 
sellschaft gewahlt, ferner L. DomoraAzeK (Graz), B. Kartik (Wien), 
E. Scumip (Wien) und F. Trey (Leoben) zu Beisitzern sowie A. SZEKELY 
(Graz) und W. GLAsER (Wien) zu Rechnungspriifern. Zur Beratung 
aller mit dem physikalischen Unterricht an den 6sterreichischen Mittel- 
schulen zusammenhangenden Fragen wurde ein Ausschu8 berufen, dem 
F. SEIDL (Wien) als Vorsitzende sowie H. MANLIK (Wien), L. DoMoRAZEK 
(Graz), E. WEINMEISTER (Graz) und P. P. PRAXMARER (Innsbruck) 
als Mitglieder angehéren. Dem scheidenden Vorstande sprach A. SMEKAL 
den Dank der Gesellschaft aus. 

Die anschlieBende Autobusfahrt vereinigte zahlreiche Teilnehmer 
und ihre Angehérigen bei sonnigem Herbstwetter auf dem Kahlenberge. 


Die in den Vortragssitzungen gehaltenen Vortrage folgten zumeist 
der Programmreihenfolge. Durch Behinderung oder Abwesenheit der 
Redner entfielen der zusammenfassende Bericht von H. MAcHE (Wien) 
und die Vortrage von A. Sz&KELy (Graz), J. Korps (Innsbruck), 
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K. M. Kocu (Wien), H. REUTER (Wien). Als neue Vortrage wurden einge- 
fiigt: O. Ranc und F. ScHLericu (Mosbach/Baden), Die Identifizierung 
kleiner Kristalle im Elektronenmikroskop mit Hilfe der Dunkelfeld- 
mikroskopie (vorgetragen von F. SCHLEICH), sowie E. WEINMEISTER 
(Graz), Uber aktuelle Fragen des physikalischen Unterrichtes. An 
Stelle ihres angekiindigten Vortrages veranstaltete Frau Prof. B. KARLIK 
am 4. Oktober 1952 nachmittags nach Abschlu8 der Vortrage Fuhrungen 
durch das von ihr geleitete Institut fiir Radiumforschung der Oster- 
reichischen Akademie der Wissenschaften. Die genaue Reihenfolge 
der Vortrage und die Namen der Fachgenossen, die sich als Vorsitzende 
fiir die Vortragssitzungen zur Verfiigung gestellt hatten, sowie Kurz- 
referate der Vortrage sind in den ,,Physikalischen Verhandlungen“ 1952 
veréffentlicht (5). 


Literatur. 


(1) Vgl. Acta Phys. Austr. Bd. IV, 1951, Heft 4, S. 497—508. 

(2), Acta Phys: Austr. Bd. V, 1951), Heft 3, S: 418: 

(3) Acta Phys. Austr. Bd. VI, 1952, Heft 2—3, S. 219. 

(4) Die Innsbrucker Physikertagung wird voraussichtlich vom 19. bis 24. Sep- 
tember 1953 stattfinden, die Jahreshauptversammlung der Osterreichischen 
Physikalischen Gesellschaft daselbst am 22. September 1953. 

(5) ,,Physikertagung in Wien“, Phys. Verh., Band 3, 1952, 5. Lieferung, 
S. 219—241. Physik Verlag, Mosbach/Baden. 


Buchbesprechungen. 


Schwerkraft und Weltall. Grundlagen der theoretischen Kosmologie. Von Pascua. 
JorpDan. (,,Die Wissenschaft.'’ Herausgegeben von W. Westphal: Band 107.) 
Mit 4 Textabb., VIII 207 S. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 1952. 


Die jiingsten Untersuchungen iiber Kosmologie und projektive Relativitats- 
theorie finden in dem eben erschienenen Werk eine kritische Zusammenfassung. 
Gerade PascuaL JORDAN hat zu dieser Disziplin bemerkenswerte Beitrige ge- 
leistet, die auch fiir die zukiinftige Entwicklung eine entscheidende Rolle spielen 
werden. Seine auBerst klare und dabei exakte Art kommt dem Werk sehr zu- 
statten. Das Buch ist in zwei Teile gegliedert. Der erste Teil behandelt die 
RIEMANN-EINSTEINSche Theorie und geht von der Geometrie aus. Die allgemein 
bekannten und langst in den Vorlesungsstoff eingegangenen Betrachtungen werden 
durch neue Uberlegungen reizvoll gestaltet und bereiten dem Leser einen groBen 
GenuB, selbst wenn er schon die verschiedenen Standarddarstellungen von LAUE, 
WEYL etc. gelesen hat. Die Hinweise auf die Darstellungstheorie und den 
RIEMANNSchen Kriimmungstensor miissen ganz besonders hervorgehoben werden. 
Das zweite Kapitel des ersten Buches ist der Gravitation gewidmet. Es beginnt 
mit einer Wiederholung der speziellen Relativitatstheorie, deren allgemeine 
Kenntnis vorausgesetzt wird und behandelt dann die Ernstrrnsche Feldgleichung, 
sowohl fiir den Vakuumfall, als auch fiir den Fall des Maxwetti-Feldes und 
Materiefeldes. Zahlreiche Beispiele, die aus der Literatur gewahlt wurden, er- 
lautern die tiefen Betrachtungsweisen vortrefflich. Der relativistischen Kausalitat 
wurde ein besonders eingehender Abschnitt gewidmet. Das erste Buch schlieBt 
mit einer Zusammenstellung der kosmologischen Modelle, unter Herausarbeitung 
ihrer wichtigsten Eigenschaften und Vorziige. Im zweiten Buch, das der er- 
weiterten Gravitationstheorie gewidmet ist, finden wir zuerst im Kapitel III die 
projektive Relativitatstheorie. Hier werden die Gedankengange von Katuza, 
O. KLEIN, VEBLEN und anderen Verfassern einer tiefen mathematischen Analyse 
unterzogen und die ErnsterNsche sowie die EINsTEIN-Maxwettsche Theorie 
kritisiert. Auf Grund dieser Betrachtungen kommt der Autor zum SchluB, daB 
, die Gravitationskonstante in Wahrheit eine Verdnderliche ist, eine skalare 
FeldgréBe‘‘, also, welche Auffassung den Ausgangspunkt fiir die weiteren Be- 
trachtungen bildet. Im vierten und letzten Kapitel wird die erweiterte Theorie 
in vierdimensionaler Schreibweise erértert. Wir finden hier wieder die kosmo- 
logischen Modelle und die empirischen Unterlagen, welche zu einer Beurteilung 
des Problems der Sternentstehung und Sternentwicklung herangezogen werden 
kénnen. Theorie und Erfahrung in der Kosmologie werden sorgfaltig heraus- 
gearbeitet und speziell die fiinf verschiedenen Einwande gegen das lineare Modell 
einer strengen Kritik unterzogen. Am Schlusse sind alle empirischen Daten zu- 
sammengestellt, die eine Veranderlichkeit der Gravitationskonstante beleuchten. 
Ein sorgfaltiges Schriftenverzeichnis, sowie ein Namenregister bilden den Ab- 
schlu8 des Werkes. P. UrBan, Graz. 
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Cosmology. Von H. Bonp1i. (Cambridge Monographs on Physics. Herausgegeben 
von N. Feather, D. Shoenberg und G. K. Batchelor.) Mit 6 Textabb., Xe 
179 S. Cambridge: At the University Press. 1952. Geb. 22 s. 6 d. net. 


Noch vor zwanzig Jahren galt die Beschaftigung mit kosmologischen Fragen 
als ganzlich spekulativ und ohne Nutzen fiir den Fortschritt der reinen Wissen- 
schaft. Diese Einstellung der wissenschaftlichen Welt hat aber in jiingster Zeit 
einem lebhaften Interesse breiter wissenschaftlicher Kreise fiir die Kosmologie 
Platz gemacht. Man scheute nicht nur groBe Kosten (die gréBten astronomischen 
Teleskope dienen zum groBen Teil der kosmologischen Forschung), sondern auch 
die erfahrensten Theoretiker aus Physik und Astronomie beschenkten die wissen- 
schaftliche Welt mit einer Anzahl neuer tiberraschender kosmologischer Theorien. 
Vom Autor selbst stammt im Verein mit T. Gorn die sogenannte stationare Theorie 
des Kosmos. Im Gegensatz zu den Erfahrungen, die man mit vielen anderen 
Monographien iiber die verschiedensten Gebiete machen muB, deren Autoren 
durch die eigenen Arbeiten verfiihrt, eine zu einseitige Darstellung zu geben 
pilegen, besitzen wir nun in diesem Buch eine ganz ausgezeichnete Zusammen- 
fassung des Gesamtgebietes der Kosmologie nach dem heutigen Stande. Bei der 
Darstellung dieser schwierigen Materie gefiel dem Rezensenten auBer dem klaren 
Stil und der didaktisch sehr giinstigen Anordnung des Stoffes vor allem die fiir 
einen Theoretiker doppelt verdienstvolle Unterstreichung der Erfahrungsgrund- 
lagen. Das Werk erfordert zu seinem Studium nur die Bekanntschaft mit den 
Grundlagen der Astronomie und der Relativitatstheorie und ist deshalb auch fiir 
den mathematisch gebildeten Laien hervorragend geeignet. Ein ausfiihrliches 
Literaturverzeichnis (bis einschlieBlich 1950) erméglicht dem Interessenten ein 
tieferes Eindringen in die besprochenen Theorien und deren Grundlagen. 


G. WINKLER, Graz. 


An Introduction to Mathematical Physics. Von R. A. Houstoun. Mit Textabb., 
X, 262 S. London und Glasgow: Blackie & Son Limited. 1952. Geb. 25 s. net. 


Das vorliegende Biichlein stellt eine erweiterte Auflage des, unter gleichem 
Titel schon 1912 erschienenen Buches dar und bringt eine kurze Einfiihrung in 
die theoretische Physik. Es wird vor allem auf die wichtigsten Begriffsbildungen 
und Naturgesetze Ricksicht genommen, wobei experimentelle Details ebenfalls 
erwahnt werden. FEinige eingestreute Aufgaben dienen zur Vertiefung des Stoffes 
und sollen das Vorgetragene erlautern. Besonders zu erwahnen ist die klare Dar- 
stellung der Warmeleitung, die auch gleichzeitig Gelegenheit gibt das Wichtigste 
der FourtER-Analyse zu behandeln. Aber auch die Wellenbewegung, deren Wichtig- 
keit gerade fiir die moderne Physik eine besondere Bedeutung einnimmt, wird 
klar herausgearbeitet. Von der Quantentheorie muB die Statistik und die wich- 
tigsten Erkenntnisse der Bonurschen Theorie erwahnt werden. Den Abschlu&8 
bildet ein Kapitel tiber die Minimalprinzipien und die Relativitatstheorie. Alles in 
allem verschafft das Studium des Buches einen guten Uberblick iiber die modernen 
Betrachtungsweisen und stellt fiir die Studierenden einen wertvollen Ratgeber dar. 


P. URBAN, Graz. 


Herausgeber, Kigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt 
verantwortlich: Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. — 
Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 
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Forisetzung von der I1,~Umschlagseite 
Yabellen: Die Ubersichtlichkeit einer Tabelle und damit das Erreichen ihres Zweckes kann sehr 
geférdert werden durch Sorgfalt in der Wahl der Uberschriften sowohl fiir die Tabelle als Ganzes als fiir 


die einzelnen Zeilen und Kolonnen. Die gewahlten Finheiten miissen klar ersichtlich, die Abkiirzungen 
verstandlich-sein. 


Formelin: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und halt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an geésetzten Formeln bedingen einen unverhaltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhiltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmiBverstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen woméglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 
verwendeten. Zeichen angeglichen sein. — Langere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, da8 der Fachmann den 
Rechengang tibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 


wenden, also (4 + 6)/c statt = oder e ad statte #T, 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuBnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unnétiger Wiederholungen) 
gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. DEmpsTER, 
Nature 136, 180 (1955). Um Einheitlichkeit in den Abkiirzungen der Zeitschriftenzitate zu erreichen, ist 
die Herausgabe eines Verzeichnisses geplant. 

Korrekturen: Grundsatz mu8 angesichts der schwierigen Verhdltnisse in der ganzen Druck- 
legung sein, daB sich der Autor, der seine Abhandlung verdffentlicht sehen will, stillschweigend ver- 
pflichtet, ebensoviel Sorgfalt, wie er fir Literaturstudium, Rechnungen, Beobachtungen aufwendet, auch 
fiir die Niederschrift seiner Ergebnisse und die anschlieBende Korrekturarbeit aufzubringen: auch dann, 
wenn er seine Interessen bereits wieder anderen Problemen zugewendet hat. 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag 


Bei der Schriftleitung sind folgende Beitrage eingelangt: 


(Anderungen in der Reihenfolge bei der Verdffentlichung miissen aus technischen Griinden vorbe- 
halten bleiben.) 
Hinteregger, H. Induktionserscheinungen bei Bewegung von 
Materie in primaren Magnetfeldern und ihre experimentellen An- 
wendungsméglichkeiten. I: Experimentelle Grundlagen. 
Il: Translationsfalle. I1I1: Theoretische Grundlagen fiir die Er- 
fassung derealisemeimeren: Palle =e) Ae ee tyne a LO, X. 1951 
Uberall, H. Der Photoeffekt im homogenen elektrischen Feld . 5. IX. 1952) 
Uberall, H. und F. Schlesinger. Der Quadrupoliibergang beim 


Kernphotoeffekt am Deuteron .......-.-+..4..- 6. IX. 1952 
Florian, A. und P. Urban. Zur Erzeugung von Mesonen beim Durch- 
gang durch Materie ... . eee: See ee 20 a eee Oe 


Haefer, R. Die Ziindspannung von Gasentladungen unter dem 
_Einflu8 eines transversalen Magnetfeldes im Druckbereich von : 
1952 


QD 1Se | Vase = 2 OL ee ea at a mee os ea a es eas ee 
Theimer, 0. Intensitatsprobleme beim Raman-Effekt 1. Ordnung 27. X. 1952 
Eder, G.- Spin-Bahn-Kopplung nach der pseudoskalaren Theorie 27. X. 1952 
Baumann, K. Eine einfache Herleitung der Streuformel von 

BHABHA .. Fea iy Been ESET Se i PRIMA cts 8 EE X. 1952 
Baumann, K. Zur Definition der relativistischen Teilchen-Anti- 

teilchen-Wellenfunktion . OME en ene eg ten S aie ak ours 27. X. 1952 
Hittmair, 0. Die Geometrie der Winkelverteilung von Kern- 

PEA IOI eis ee AG ad See Sn Eee we Tig oo Oe ac fee ns 27s X. 1952 
Smekal, A. G. Dynamik des spréden Zugbruches von zylindrischen 

Glasstaben ort Rec de tpi Ea te cae: Boi KL 952 
Roesler, F. @. Zur Magnetophotophorese .... . .3. XI. 1952 


Lihl, F. Die Koerzitivkraft von Feinstpulver-PreBmagneten auf der 
ACIS iscHo Oat ietes ees see as eat ee AB XT, 1052 
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Preining, 0. Untersuchungen iiber Magnetophotophorese an zer- 


staubtem Silberstahl . . . 2.05. ee ee ee ee ee 6S MOL 1952 
Sailer, H. Die zehn allgemeinen Integrale der Bewegungsglei- 
chungen in der Mechanik der speziellen Relativitatstheorie . . 5. XII. 1952 


Donnert, H. Ableitung mathematisch Aquivalenter Tensorglei- 
: chungen aus den Drracschen Spinorgleichungen fiir das Wellen- 
feld von Elementarteilchen nicht verschwindender Masse und 
beliebiger ganzer Spinquantenzahl. ........... + 20. XID. 1952 


SPRINGER-VERLAG IN WIEN I 


Soeben erschien: 
Technische Elektrodynamik 


t Franz Ollendorff 


Dr.-Ing., Dipl.-Ing., Professor der Elektrotechnik und Vorstand des Elektrotechnischen Laboratoriums 
der Hebrdischen Technischen Hochschule Haifa, Mitglied des wissenschaftlichen Forschungsrates fiir Israel 


: Erster Band: 
Berechnung magnetischer Felder 


Mit 287 Textabbildungen. X, 432 Seiten. Lex.-8°. 1952 
Ganzleinen S 330.—, DM 66.—, $ 15.70, sfr. 67.50 


Das Buch setzt die Kenntnis der theoretischen Grundlagen des Gebietes, vor allem der FARADAY-MAXWELL- 
schen Feldtheorie, voraus. Davon ausgehend behandelt der Verfasser die mannigfachsten, besonders den 
Konstrukteur interessierenden Fragen. wobei sowohl die technische Bedeutung der einzelnen- Probleme 
als auch die Systematik des jeweils anzuwendenden Lésungsganges eingehend beriicksichtigt werden. Die 
Feldberechnungen von Synchron- und Asynchronmaschinen, die Streuungstheorie der Autotransformatoren, 
die Ermittlung der Zugkrafte von Spaltpolsystemen, Spannplatten und magnetischen Abscheidern sowie die 
Ansatze zur quantitativen Beschreibung gewisser MeBwerke, die zu einem wesentlichen Teil hier erstmalig 
behandelt werden, demonstrieren die Leistungsfahigkeit der rechnerischen Methoden. Als analytische 
Hilfsmittel wurden grundsatzlich nur solche Funktionen eingefiihrt, deren Zahlenwerte durch Tabellen- 
werke leicht zuginglich sind. 
Das Gesamtwerk wird etwa 6 Bande umfassen. Als nachster Band wird erscheinen: ,,Innere Elektronik“, 
Teil 1: Elektronik des Einzelelektrons; Teil 2: Elektronik von Kollektiven, Jeder Band ist in sich abge- 
schlossen und einzeln kauflich. 


Soeben erschien: 


Grundlagen der Elektronenoptik 


Dr. Walter Glaser 


o. Professor an der Technischen Hochschule Wien 


Mit 445 Textabbildungen. X, 699 Seiten. Lex.-8° 1952 
Ganzleinen S 600.—, DM 120.—, $ 28.60, sfr. 124.— 


Das Buch yermittelt in lehrbuchmaBiger Darstellung die theoretischen Grundlagen der Elektronenoptik. 

Obwohl keine besonderen Kenntnisse des Lesers vorausgesetzt werden, reicht das Buch bis zu den letzten 

Ergebnissen auf diesem Gebiet. Es kann daher in gleicher Weise dem Studenten als Einfihrung und dem 

Spezialisten als Nachschlagewerk dienen, Auch der selbstandig Forschende wird verschiedene Anregungen 
finden. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


